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Resumen

Las encuestas de hogares son un instrumento ampliamente utilizado para obtener informacion sobre la
situacion socioecondmica y el bienestar de las personas. Sin embargo, la precision de las estimaciones de
las encuestas de hogares decrece sustancialmente cuando se trata de realizar inferencias para grupos
poblacionales que representan desagregaciones para las cuales la encuesta no fue disefiada. En este
contexto, es posible utilizar procesos de estimacion que combinan la informacion de las encuestas de
hogares con informacién auxiliar existente a nivel poblacional como censos o registros administrativos.

Este documento presenta una guia metodolégica de la conjuncién de técnicas estadisticas de las
encuestas y modelos probabilisticos con el fin de producir desagregaciones para grupos de interés,
conocidas como técnicas de estimacion de areas pequefias (en inglés, small area estimation o SAE).

Después de describir el problema de las desagregaciones con datos insuficientes, el texto aborda
tres conjuntos de técnicas que permiten lograr el objetivo propuesto. Primeramente, se revisan los
estimadores directos (calculados directamente de las encuestas basandose solo en los datos del area
correspondiente), que tienen la ventaja de estar libres de sesgo, aunque con baja precision- cuando se
aplican en desagregaciones. Luego, se estudian los estimadoresque toman prestada informacion de otras
areas para mejorar la precision, apoyandose en informacion auxiliar poblacional. Se introducen los
modelos probabilisticos para mejorar las propiedades estadisticas de los estimadores de interés. El
modelamiento suele realizarse a dos niveles: al nivel de los individuos de interés (hogares o personas) o
al nivel de las categorias de desagregacion (subgrupos de interés). Se complementa la discusion de la teoria
con ilustraciones y ejemplos que se apoyan en el software estadistico R. Por Gltimo, se presenta una
aplicacién practica de algunos de los métodos revisados y se concluye acerca de la viabilidad de su uso en
este problema especifico.






CEPAL - Serie Estudios Estadisticos N° 97 Desagregacion de datos en encuestas de hogares. ..

Introduccion

Las encuestas de hogares son insumo fundamental para la medicién de las condiciones de vida de la
poblacidn de un pais y constituyen una herramienta esencial para la definicion y seguimiento de las
politicas publicas en diversos &mbitos. Esta fuente permite generar informacion precisa e insesgada a nivel
nacional y para las desagregaciones consideradas en el disefio de la encuesta.

Existe una demanda creciente de informacion para grupos especificos de la poblacion o para areas
geogréaficas menores. A manera de ejemplo, el marco global de indicadores para el seguimiento de los
Objetivos del Desarrollo Sostenible plantea que la informacion debe ser desagregada no solo de manera
geografica (en subregiones de interés como provincias, municipalidades, comunas o localidades), sino
también por grupos de ingreso, sexo, edad, raza, origen étnico, estatus migratorio y condicién de
discapacidad. No obstante, La confiabilidad en la inferencia de los indicadores disminuye a medida que
lo hace el tamafio de muestra, por lo que generalmente no es posible lograr los niveles de desagregacion
deseados con una precision adecuada.

Es asi como en la Gltima década ha tenido auge el concepto de la desagregacion de datos, referida
como informacién numérica que ha sido recolectada de diferentes fuentes, o medida a través de multiples
variables o incluso diferentes unidades de observacion y que se compila en forma agregada y resumida.
El propésito de esta agregacion es presentar a la sociedad estimaciones de interés que gocen de buenas
propiedades estadisticas para que sea posible que, a partir de ellas, se pueda extraer informacion e incluso
formular politicas publicas en cada uno de los subgrupos de interés.

Este documento constituye una guia para la desagregacion de datos estadisticos relacionados con
las condiciones de vida de los individuos, de forma geografica (a nivel regional) o por subgrupos de la
poblacién. El capitulo | comienza describiendo el problema de la desagregacion de datos estadisticos
(seccion I.A); concretamente, se describe exactamente en qué situaciones se da este problema y se definen
los términos y conceptos que se utilizan habitualmente y que también apareceran a lo largo de este
documento. A continuacion (seccion 1.B) se pasa a establecer hasta qué nivel es conveniente desagregar
los datos estadisticos ya que, a medida que se desagregan las estimaciones directas, debido a la
disminucioén de los tamafios muestrales, aumentan los errores de muestreo que hacen dichas estimaciones
demasiado volatiles y por tanto poco fiables. Por ejemplo, consideremos una poblacion dividida
sucesivamente a distintos niveles; por ejemplo, Espafia esta dividida en comunidades auténomas, que a su



CEPAL - Serie Estudios Estadisticos N° 97 Desagregacion de datos en encuestas de hogares. ..

vez se dividen provincias; éstas se dividen en comarcas, y finalmente las comarcas se dividen en
municipios. En la Unién Europea en su conjunto, se utiliza la nomenclatura comin NUT (Nomenclature
des Unités Territoriales Statistiques) y los paises (NUTO) se dividen en regiones llamadas NUT1, NUT2,
etc. En la seccion 1.B se proporcionan indicaciones sobre el maximo nivel de desagregacion de las
estimaciones directas, nivel a partir del cual se pasaria a usar estimaciones indirectas. Estas Gltimas son
mucho mas fiables debido a que toman prestada informacion de todas las areas mediante el uso de distintas
fuentes de datos. También se comenta en qué medida es recomendable utilizar dichos estimadores
indirectos, pues es conveniente contener el posible sesgo de estos estimadores. Por tanto, se dan
recomendaciones sobre los casos en los que seria prudente no producir estimacion alguna. En cualquier
caso, es posible redisefiar la encuesta para que abarque de forma mas exhaustiva los dominios para los
cuales se desean obtener los datos estadisticos. Hay que tener en cuenta que, a nivel local, la informacién
0 conocimiento que poseen las comunidades que habitan la zona podria contradecir los datos
proporcionados. Por tanto, establecer hasta qué limite es aconsejable desagregar las estimaciones es
esencial para que los datos producidos posean la suficiente calidad y sean realistas, no alejandose en gran
medida del conocimiento local. Finalmente, en la secciéon I.C, se hace un recorrido por las distintas
metodologias que proporcionan estimaciones indirectas, las cuales superan los limites de desagregacion
de las estimaciones directas. Concretamente, se revisan los estimadores indirectos basicos, que incluyen
los sintéticos y los compuestos, y los estimadores basados en modelos, que quizas sean los mas utilizados
a la hora de obtener estimaciones fiables a niveles muy desagregados. Los estimadores “asistidos por
modelos”, que usan un modelo de trabajo, pero no requieren bondad de ajuste del mismo para mantener
su insesgadez, se incluyen en el capitulo Il junto con los métodos directos, ya que poseen buenas
propiedades teoricas para areas de tamafio muestral grande.

El capitulo 1l revisa distintos indicadores sobre la calidad de vida de los individuos; en concreto,
medidas de pobreza y desigualdad. Se define de forma mas detallada una familia de medidas de pobreza,
Ilamada familia FGT, que se utilizara para ilustrar los distintos procedimientos de los capitulos siguientes.
En la descripcion de cada procedimiento se detallard como se aplicaria a la estimacion de indicadores de
esta familia y, para algunos de ellos, se realizaran ejemplos mediante el paquete de R sae (Molina y
Marhuenda, 2015), que el lector puede reproducir.

A continuacion, el capitulo I11 describe con detalle los estimadores directos habituales. Se incluyen
estimadores directos basicos como el de Horvitz-Thompson y el de Hajek (seccién I11.A), asi como
estimadores asistidos por modelos; concretamente, los estimadores generalizados de regresion y los de
calibracion (seccion 111.B), junto con estimadores de sus errores de muestreo. Se ilustra el calculo de
estimadores directos en R mediante dos ejemplos.

El capitulo IV revisa algunos estimadores indirectos basicos como son el estimador post-
estratificado sintético (seccion IV.A), los estimadores sintéticos de regresion a nivel de &rea (seccion IV.B)
y a nivel de individuo (seccion 1V.C) y los estimadores compuestos (seccion 1V.D). Estos estimadores se
incluyen Gnicamente debido a que ilustran de forma simple las ideas que subyacen a los métodos mas
sofisticados que se incluyen en el capitulo V. De nuevo, se incluyen dos ejemplos que ilustran el calculo
de los estimadores post-estratificados sintéticos y compuestos.

Los métodos basados en modelos del capitulo V son sensiblemente mas realistas que los métodos
indirectos basicos, y son méas recomendables para utilizar en aplicaciones reales, pues proporcionan
estimaciones potencialmente menos sesgadas. De entre los métodos basados en modelos, se incluyen los
estimadores basados en el modelo mas popular a nivel de area (seccién V.A) y los basados en el modelo
béasico a nivel de individuo (seccion V.B). Se ilustra como obtener estos estimadores en R mediante tres
ejemplos. Se incluye en esta seccion el método ELL, utilizado tradicionalmente por el Banco Mundial
para la estimacion de indicadores de pobreza y/o desigualdad (seccién V.B), ya que en principio este
método considera el modelo basico a nivel de individuo. No obstante, como se vera, dicho método es
esencialmente sintético, y por tanto quizas deberia incluirse en el capitulo IV dedicado a los estimadores
sintéticos. Se describe también el método EB (seccion V.D), que permite estimar indicadores generales al
igual que el método ELL, pero que mejora dicho método al considerar que existe heterogeneidad entre las
areas y, consecuentemente, produce estimaciones mas precisas. El procedimiento HB de la seccion V.E
obtiene estimaciones muy similares al método EB pero con menor coste computacional en el caso de

10
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poblaciones grandes, especialmente a la hora de proporcionar las medidas de error de dichas estimaciones
(el error cuadratico medio). Finalmente, la seccion V.F describe métodos especificos para estimar
indicadores que toman la forma de proporciones o medias de variables binarias. Aunque en principio
también es posible utilizar otros métodos para estimar estos indicadores, como los de las secciones V.A o
V.B, en general éstos pueden proporcionar estimaciones fuera del espacio natural de una proporcién. En
ciertos casos, las estimaciones obtenidas por distintos métodos pueden presentar solo ligeras diferencias.

Por otro lado, algunos de los métodos descritos son aplicables solamente a indicadores de tipo
lineal; es decir, que sean aditivos en los valores de la variable de interés para las unidades del area, como
medias o totales. Otros métodos; concretamente, los métodos basados en modelos a nivel de individuo
ELL, EB y HB de las secciones V.C, V.D y V.E, estan disefiados para poder estimar indicadores generales
definidos como una funcion de los valores de una variable continua (e.g. los ingresos) en las unidades del
area; valores para los cuales se asume un modelo. Los métodos basados en modelos a nivel de area son en
principio aplicables a muchos tipos de indicadores, mientras se verifiquen las hipétesis necesarias, pero,
en la préctica, es dificil que se verifiquen dichas hipdtesis (como la insesgadez de los estimadores directos)
para indicadores no lineales. Por tanto, en principio son mas adecuados para la estimacion de medias o
totales en las areas. En cualquier caso, a continuacion de la descripcion de cada método, se incluye un
resumen detallando a qué indicadores podria ser aplicable, los requerimientos de datos necesarios aparte
de las observaciones de la variable de interés obtenidos de una encuesta, y los pros y contras de cada
método en comparacion con los métodos que serian aplicables al mismo tipo de indicadores.

Es necesario sefialar que no es posible describir con detalle todas las metodologias existentes por
falta de espacio. Se incluye la descripcion detallada de algunos de los métodos mas ampliamente
estudiados y con buenas propiedades. Estos ayudaran a la comprension de métodos més complejos. Si se
mencionan algunas de las extensiones de dichos métodos principales, redirigiendo al lector a la bibliografia
correspondiente en caso de que necesite mas informacidn. No se incluyen métodos cuyas propiedades
tedricas son desconocidas, aunque pudieran ser prometedores. Tampoco se detallan procedimientos que
requieren excesiva formulacion matematica, como por ejemplo la estimacion del error cuadratico medio
de los estimadores del capitulo IV y la seccidn V.B. En ambos casos, se redirige al lector a la bibliografia
en la que puede encontrar dicho material. En el caso de los estimadores indirectos basicos del capitulo 1V,
otra razén por la cual no se incluye dicho material es que no se conocen estimadores fiables del error
cuadratico medio de los estimadores que al mismo tiempo sean distintos para cada area. Existen
estimadores excesivamente inestables pero distintos para cada area, o estables pero iguales para todas las
areas, pero no ambas cosas al mismo tiempo. Por tanto, este es un problema no resuelto.

Conviene realizar una matizacion importante sobre el enfoque bajo el cual se evalla la calidad de
un estimador. Existen tres enfoques alternativos para evaluar las propiedades de los estimadores, pero, a
menudo, cada tipo de estimador se evalla solamente usando una medida calculada respecto del enfoque
natural para este estimador. Los estimadores directos y los indirectos basicos se evallGan respecto a la
distribucién del disefio muestral; es decir, respecto de todas las posibles muestras que se pueden extraer
de la poblacion mediante el disefio muestral de la encuesta concreta. En este caso, se considera que los
valores de la variable de interés en las unidades de la poblacién son valores fijos y Unicamente varian
(segln un procedimiento aleatorio) las unidades que se seleccionan para la muestra. Un buen estimador es
entonces aquel que tiene un buen comportamiento promedio para todas las posibles muestras, fijados los
valores de la variable en las unidades de la poblacién.

Por otro lado, los métodos de estimacién basados en modelos se evallan respecto de la distribucion
inducida por el modelo considerado, condicionando a la muestra observada. Es decir, se considera que los
valores de la variable de interés en los individuos de la poblacidn son aleatorios, y estan generados por un
modelo (llamado modelo de superpoblacion). Segin este enfoque, el censo de nuestra variable es una
realizacion posible de un vector aleatorio que sigue un modelo (o distribucién de probabilidad). Los
estimadores se evallan respecto a todos los posibles censos que genera el modelo considerado; es decir,
un buen estimador seria un estimador que se comporta bien en promedio para los infinitos posibles censos
de valores de la variable de interés generados por el modelo, dejando constantes los individuos que
aparecen en la muestra (aunque sus valores de la variable de interés varian ya que se extraen de un censo).
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Finalmente, los métodos bayesianos, como el método HB de la seccion V.E, se evallan
condicionando a las observaciones de la variable de interés en la muestra (distribucion posterior). Es decir,
un estimador sera evaluado respecto de la distribucidn del indicador condicionada a los datos disponibles,
en lugar de promediar para los posibles valores de dichos datos.

No existe un consenso acerca de cual es el mejor enfoque para evaluar los estimadores de areas
pequeias. El enfoque “bajo el disefio muestral” es no paramétrico pues no asume ningiin modelo. Esto
significa que la medida de error que se proporcione bajo este enfoque (habitualmente el error cuadratico
medio) recoge el error de estimacion a través de las posibles muestras, sin necesidad de que se verifique
un modelo. Este es el enfoque preferido por los estadisticos de los organismos oficiales. El enfoque “bajo
el modelo” asume un modelo, pero se fija la muestra obtenida, proporcionando el error para la muestra
concreta que se tiene en lugar de un promedio para todas las posibles muestras que se podrian extraer. En
este enfoque, la medida de error recoge la incertidumbre a lo largo de los posibles censos que el modelo
genera; es decir, a través de las posibles realidades que pudieran suceder, variando también los valores
observados en la muestra. Por ultimo, el enfoque bayesiano considera que los indicadores en cuestion son
realizaciones de variables aleatorias que siguen una distribucion, y proporcionan medidas de error en
forma de descriptivos de la distribucion de dichos indicadores, condicionando a los valores observados de
la muestra; es decir, para las observaciones concretas de la muestra que se han obtenido, en lugar de
promediar para todos los posibles valores de éstas.

Como ya se ha mencionado, cada método de estimacion se evalla habitualmente atendiendo a su
enfoque natural. Es decir, las medidas de error que acompafian a las estimaciones para asesorar su calidad;
concretamente, los errores cuadraticos medios, se calculan habitualmente respecto del enfoque bajo el que
se obtienen las estimaciones. Esto significa que los errores cuadraticos medios de distintos estimadores, al
ser obtenidos bajo enfoques diferentes, no son directamente comparables. Sin embargo, es conocido que,
si las hipétesis que asumen los modelos considerados se verifican, dichos errores cuadraticos medios si
son comparables al promediar a lo largo de un gran nimero de areas del mismo tamafio muestral. Ademas,
los errores cuadraticos medios bajo el disefio de los estimadores basados en modelos no son faciles de
estimar y no se conocen estimadores aceptables. Por otro lado, realizando previamente un chequeo del
modelo para comprobar que se ajusta adecuadamente a los datos disponibles, los estimadores de los errores
cuadraticos medios bajo el modelo, que son relativamente estables, pueden compararse con los errores
cuadraticos medios bajo el disefio.
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|. El problema de desagregacién de datos
(o estimacion en areas pequefias)

A. Descripcién del problema

Las encuestas oficiales que realizan los Institutos Nacionales de Estadistica, asi como los Institutos
Regionales de Estadistica y otros organismos o instituciones a nivel supranacional o internacional, estan
disefiadas para producir datos estadisticos a un nivel de agregacidon determinado; es decir, para
subdivisiones, bien geogréaficas, bien socio-econdmicas, de la poblacion. Por ejemplo, el Mé6dulo de
Condiciones Socioecondmicas (MCS) de la Encuesta Nacional de Ingresos y Gastos de los Hogares
(ENIGH) de México esta disefiado para proporcionar estimaciones de indicadores de pobreza y
desigualdad a nivel nacional y para las 32 entidades federativas (31 estados y la Ciudad de México)
desagregando por zonas rurales y urbanas, cada dos afios. Sin embargo, en este pais existe un mandato
para producir estimaciones cada 5 afios a nivel de municipio. Esta situacion ocurre frecuentemente también
en otros paises y ambitos; es decir, una vez efectuada una encuesta, con tamafios muestrales establecidos
para producir estimaciones fiables a un nivel de agregacién determinado, a posteriori se produce una
demanda de datos a un nivel mas desagregado. Para ello, se desea poder utilizar los datos de dicha encuesta
sin incurrir en costes adicionales debidos a un incremento de la muestra. Sin embargo, en el caso de
México, las submuestras de la ENIGH tomadas de cada municipio no permiten la obtencion de estimadores
directos fiables en todos ellos; de hecho, mas de la mitad de los municipios carecen de observaciones. Este
es el problema que surge frecuentemente al desear producir datos estadisticos para subdivisiones mas
pequefias de las que originariamente estaba planificado producir.

Con anterioridad a la implementacion de la encuesta, seria posible mejorar aspectos del disefio
muestral que eviten en cierto grado este problema. Por ejemplo, es posible aumentar los tamafios
muestrales en las &reas en las que sea necesario (con el correspondiente aumento del coste) o distribuir el
tamafio muestral total de la encuesta entre las &reas de una forma més eficiente. A pesar de que existen
diversos mecanismos para mejorar el disefio muestral y disponer de un minimo suficiente de datos en todas
las subdivisiones de la poblacién, sin embargo “el cliente siempre demanda mas de lo que se ha
especificado en la etapa del disefio” (Fuller, 1999).
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En la literatura, las subdivisiones para las cuales se desea obtener datos estadisticos (o estimaciones)
se denominan comunmente “areas” o “dominios”, con independencia de si son delimitaciones geograficas,
0 socio-econdmicas, 0 un cruce de ambos tipos. A la hora de estimar un indicador concreto en una de estas
areas, llamamos estimador directo a un estimador que usa solamente los datos de la encuesta para esa area.
Los estimadores directos habituales son insesgados o practicamente insesgados respecto a la distribucion
del disefio muestral, e.g., a lo largo de todas las posibles muestras que se pueden extraer de la poblacion
mediante el correspondiente disefio muestral. No obstante, si la encuesta no se habia planificado para
estimar a un nivel tan desagregado, el tamafio muestral en algunas de las areas puede ser demasiado
pequefio, lo cual se traduce en errores de muestreo excesivamente grandes para los estimadores directos
de los indicadores de interés en esas areas. Las areas en las que esto ocurre, independientemente de su
tamafio poblacional, se conocen en la literatura como “areas pequefias”. Por tanto, no es el tamafio
poblacional del area el que le confiere el adjetivo de “pequefia” pues, en muchos casos, areas de gran
tamafio poblacional (e.g. los estados de EE.UU.) se consideran areas pequefias si no se dispone de
estimaciones directas de suficiente calidad. Concretamente, el término “area pequefia” hace referencia a
areas, en las cuales el estimador directo del indicador de interés es ineficiente debido al insuficiente
numero de observaciones obtenidas (0 encuestas realizadas) de esa area. Por ejemplo, a la hora de producir
estimaciones de indicadores de pobreza y desigualdad basados en el MCS de la ENIGH de México, los
municipios se considerarian areas pequefias, puesto que la encuesta no esta disefiada para obtener
estimaciones precisas para €stos.

A menudo, las estimaciones a nivel geografico muy detallado se representan en forma de
cartogramas o mapas que muestran las correspondientes regiones con distintas tonalidades o colores
representando los distintos grados en la magnitud del indicador de interés. Por ejemplo, el Banco Mundial
produce mapas desagregados de pobreza o desigualdad para un gran ndmero de paises, véase e.g. Elbers,
Lanjouw y Lanjouw (2003). Estos mapas, asi como las estimaciones concretas, son una herramienta
esencial para la monitorizacion de las condiciones de vida en las distintas regiones de un pais y se utilizan
por los gobiernos y los organismos internacionales para planificar las politicas de desarrollo regional. Es
muy conveniente suplementar las estimaciones con medidas de calidad de las mismas (habitualmente los
errores de muestreo). Al igual que las estimaciones, éstas también se pueden plasmar en un mapa.

B. Limites de la desagregacion de datos estadisticos

Aungue no existe una definicién formal, como se ha mencionado, un area se denomina “pequefia” cuando
el error de muestreo del estimador directo considerado para el indicador de interés no es aceptable. Sin
embargo, no existe un limite superior universal para este error de muestreo por encima del cual el area
donde se estima se considere “pequefia”. Cada Instituto Nacional de Estadistica u organismo internacional
establece su propio limite para el error de muestreo relativo o coeficiente de variacion (CV), a partir del
cual los datos estadisticos se consideran no fiables y por tanto no se publican. En ocasiones, estos datos se
publican con alguna indicacién de que carecen de la calidad exigida. Tampoco existe un tamafio muestral
concreto, por debajo del cual el area se considere pequefia, pues el error de muestreo varia no solo
dependiendo del tamafio muestral, sino también del indicador que se estima y del estimador concreto que
se utiliza. Por ejemplo, a la hora de estimar la media de una variable continua (e.g. los ingresos medios)
con un error de muestreo maximo determinado, a menudo se necesita un tamafio muestral menor que para
estimar la proporcion de individuos que posee una caracteristica determinada (media de una variable
binaria), especialmente si dicha caracteristica es muy poco o0 muy comun; es decir, cuando la proporcion
real esta cerca de cero o de uno. El Grafico 1 ilustra el tamafio muestral minimo necesario para obtener un
CV méximo concreto para la proporcion muestral bajo muestreo aleatorio simple. Se puede ver que el
tamafio muestral necesario varia dependiendo del verdadero valor de la proporcién que se desea estimar.
Concretamente, este grafico muestra como, en el caso de que la verdadera proporcion sea p = 0.5, un
tamafio muestral de aproximadamente n = 25 es suficiente para asegurar un CV de la proporciéon muestral
por debajo del 20%, mientras que parap = 0.2 se necesita al menos n = 100 unidades, y parap = 0.1 se
necesitan mas de n = 200 unidades en la muestra. Por tanto, no es posible establecer un tamafio muestral
minimo de las areas que garantice el nivel de eficiencia deseado para cualquier estimador y/o cualquier
indicador objetivo.
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Gréfico 1
CV de la proporcion muestral P en funcion del tamafio muestral 1, para cada valor
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Fuente: Elaboracién propia.

En particular, algunos indicadores de pobreza habituales son proporciones. Por ejemplo, la
incidencia de pobreza, también llamada tasa de individuos en riesgo de pobreza es la proporcion de
individuos con ingresos por debajo del umbral o linea de pobreza. Este umbral es el valor de los ingresos
(netos equivalentes) por debajo del cual un individuo se considera en riesgo de pobreza o exclusion.
Igualmente, ciertos tipos de carencias se miden como las proporciones de individuos con acceso a
determinados servicios basicos (de salud, en la vivienda, alimentacion, etc.). Como se ha mencionado, el
tamafio muestral necesario para obtener estimaciones directas de estos indicadores con suficiente calidad
es habitualmente mayor que el que se necesita para estimar medias o totales de variables cuantitativas.

A pesar de no existir limites superiores universales para los errores de muestreo (ni limites inferiores
para los tamafios muestrales) a partir de los cuales se considera que los datos estadisticos no tienen la
suficiente calidad, algunos Institutos Nacionales de Estadistica coinciden en establecer un dato como “no
publicable” cuando su error de muestreo relativo o CV supera un 20%. Por tanto, para estas instituciones,
las areas para las cuales las estimaciones directas de un determinado indicador de interés poseen un CV
superior a ese valor se considerarian “pequefas” para estos indicadores. Por ejemplo, los municipios de
México serian areas pequefias a la hora de estimar indicadores de pobreza a partir de la ENIGH. En estas
areas, seria necesario aumentar los tamafios muestrales de la encuesta o utilizar métodos “indirectos” para
producir datos estadisticos con la calidad suficiente para ser publicables.

Los métodos “indirectos” de estimacion no consideran solamente los datos muestrales relativos al
dominio o &rea de interés, sino que ademas usan los datos muestrales provenientes de otras areas o
dominios. Estos estimadores utilizan la informacion de otras variables (llamadas variables auxiliares) que
estan relacionadas con la variable de interés. Esta relacién se considera similar para todas las areas y se
representa a través de un modelo que las enlaza por medio de pardmetros comunes. Al estimar los
parametros comunes a todas las areas usando todos los datos de la muestra (en total la muestra suele ser
grande), el uso de una mayor cantidad de informacién proporciona estimadores mas eficientes
(comparados con los directos). Estos estimadores suelen comprometer ligeramente el sesgo bajo el disefio,
a cambio de aumentar en gran medida la eficiencia global del estimador, evaluada en términos de error
cuadratico medio.
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La ganancia en eficiencia de los estimadores indirectos respecto de los directos es mayor cuanto
menor es el tamafio muestral del area. Sin embargo, éstos suelen mejorar en la mayoria de las areas,
incluyendo muchas de tamafio muestral grande. De hecho, algunos estimadores indirectos (véase capitulo
V) poseen la buena propiedad de converger a un estimador directo al aumentar el tamafio muestral del
area. Por tanto, los estimadores indirectos que poseen esta propiedad se pueden utilizar para todas las
areas, independientemente de si son “pequefias” o no, con lo cual se reduce la importancia de disponer de
una definicién mas exacta o formal de area pequefia.

No obstante, en la préctica se hace necesario determinar hasta qué nivel de desagregacion es
conveniente seguir utilizando los estimadores directos convencionales, a partir de qué nivel acudir a los
estimadores indirectos, e incluso si conviene producir datos estadisticos para cualquier nivel de
desagregacion posible, que en el limite seria a nivel de individuo. En virtud de lo comentado anteriormente,
conviene utilizar los estimadores directos al nivel para el cual los CVs de estos estimadores no superan el
limite establecido para ninguna de las areas. En caso de superar el limite mencionado para algln area,
seria mas recomendable utilizar estimadores indirectos para las areas de ese nivel.

Conviene recalcar que no es recomendable producir estimaciones para cualquier area ya que, si el
modelo no se verifica exactamente (practicamente ningin modelo es exactamente cierto), el sesgo bajo el
disefio de los estimadores indirectos aumenta al disminuir el tamafio muestral. Aunque el error cuadratico
medio de los estimadores indirectos se mantenga menor que el del estimador directo, no es recomendable
comprometer excesivamente el sesgo bajo el disefio. Consecuentemente, tiene sentido establecer un limite
superior para el sesgo absoluto relativo de un estimador indirecto y decidir no producir datos para las areas
en las que éste supere dicho limite. Este limite se fijara en funcion de las exigencias del usuario de los
datos (e.g. un 10% o un 5% de sesgo absoluto relativo). Asi, se recomienda:

(i) Utilizar los estimadores directos para la poblacién completa y para los niveles de agregacion
mayores, mientras los estimadores directos para todas las areas de ese nivel posean un CV por
debajo del limite establecido.

(ii) Para niveles més desagregados, usaremos estimadores indirectos en las &reas para las cuales el
sesgo absoluto relativo no supere la cantidad maxima prefijada.

(iii) Finalmente, para las areas donde los estimadores indirectos tengan sesgo absoluto relativo por
encima de la cantidad maxima, se aconsejaria no producir estimaciones o modificar el disefio de
la encuesta para conseguir disponer de un tamafio muestral minimo en todas las areas de interés.

El sesgo bajo el disefio de un estimador no es algo conocido pues depende del verdadero valor del
indicador en cuestién. En algun caso, se puede aproximar de forma tedrica. Otra opcion es obtenerlo de
forma empirica a partir de experimentos de simulacion. Estos experimentos se pueden realizar imitando
en lo posible la realidad, e.g., basados en un censo anterior o utilizando los datos de la encuesta para
generar un censo y extrayendo muestras de éste. Estos experimentos tienen una utilidad adicional muy
importante, que es la validacion de los métodos de estimacion en situaciones en las que se conocen los
verdaderos valores. En ambos casos, es posible determinar el tamafio muestral minimo de las areas que
seria necesario para no sobrepasar el limite superior del sesgo absoluto relativo del estimador del indicador
en cuestidn, véase la seccidn V.A. Asi, a la hora de producir estimaciones con los datos reales, se utilizarian
los estimadores indirectos solamente en las &reas para las cuales el tamafio muestral supera a este tamafio
muestral minimo.

C. Metodologias para superar los limites de la desagregacion

Como se ha mencionado, si se desea evitar incrementos de la muestra debido a los correspondientes costes,
o si la demanda de datos a un nivel mas desagregado se ha producido una vez se ha efectuado la encuesta,
una forma efectiva en términos de costes de obtener estimadores para todas las areas de interés mas fiables
que los directos es acudir a métodos indirectos. Estos métodos no utilizan solamente los datos de la
encuesta para el area correspondiente, sino que usan datos de otras &reas asumiendo algun tipo de similitud
con el area en cuestion. Esta similitud se suele representar a través de un modelo (que representa un
conjunto de hipdtesis). Los estimadores indirectos mas simples se basan en hip6tesis poco realistas y por
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tanto pueden poseer un sesgo considerable. Estos incluyen los estimadores sintéticos, que no recogen la
heterogenidad que suele existir entre las areas. Estimadores sintéticos muy conocidos son el estimador
post-estratificado sintético y el estimador sintético de regresion (capitulo I11). Otros estimadores indirectos
clasicos son los compuestos, que se calculan como una media ponderada entre un estimador directo y otro
sintético, e incluyen el conocido estimador dependiente del tamafio muestral o los estimadores compuestos
optimos. El peso que se otorga a cada estimador no depende de la bondad de ajuste del modelo que asume
el estimador sintético. Ademas, en la préctica el peso del estimador directo suele estar cerca de uno y por
tanto se toma prestada escasa informacion.

Estimadores indirectos algo mas sofisticados, que consideran la existencia de heterogeneidad entre
las areas, son los basados en modelos de regresion. Existen dos grandes grupos de modelos de regresion
utilizados para la estimacion en areas pequefias: los modelos a nivel de area y los modelos a nivel de
individuo, aunque también es posible establecer modelos a niveles de agregacion intermedios (e.g. por
grupos de sexo-edad dentro de las areas). Los modelos a nivel de area utilizan solamente datos agregados
para las &reas o dominios de estimacion. Habitualmente, este tipo de datos se pueden conseguir con
menores restricciones, ya que la agregacion evita los problemas de confidencialidad. Modelos lineales a
nivel de area muy utilizados son los llamados modelos Fay-Herriot (FH), propuestos por Fay y Herriot
(1979). Estos modelos tienen una estructura a dos niveles. En el primer nivel, se considera que la relacion
entre los indicadores de interés para las areas y las variables auxiliares a nivel de area disponibles es
constante para todas las areas. Por ejemplo, se considera que la disminucion en los ingresos medios al
pasar de estar trabajando a estar desempleado, manteniendo constantes otras variables, es igual en todas
las areas. Asi, se enlazan todas las areas a través de un modelo de regresién lineal. En el segundo nivel, se
asume que, dados los verdaderos valores de los indicadores de interés, los estimadores directos de las areas
son centrados en estos verdaderos valores y con varianzas que se asumen conocidas. Dichas varianzas
tipicamente varian entre areas debido a que los tamafios muestrales de las areas son distintos. Estos
modelos han tenido un merecido éxito debido a que los estimadores resultantes para las areas son una
composicion o media ponderada entre los estimadores directos y los estimadores sintéticos de regresion.
Cuando el modelo sintético no se ajusta bien a los datos (i.e., las variables auxiliares consideradas no
explican suficientemente la heterogeneidad del indicador a lo largo de las areas) o el tamafio muestral de
un area es grande, el estimador basado en el modelo FH le da mayor peso al estimador directo, el cual es
lo suficientemente preciso. Por el contrario, cuando el modelo sintético se ajusta bien o el tamafio muestral
del area es pequefio (estimador directo impreciso), aumenta el peso otorgado al estimador sintético de
regresion. En este caso, se aumenta la eficiencia debido a que el estimador sintético posee un coeficiente
de regresién comun a todas las areas y por tanto se estima usando los datos de todas las areas. Ademas,
dado que los estimadores directos son aproximadamente insesgados respecto del disefio muestral, para las
areas con tamafios muestrales mayores, los estimadores obtenidos a partir del modelo Fay-Herriot
preservan también un sesgo pequefio bajo el disefio. Una dificultad de estos modelos es determinar los
valores de las varianzas de los estimadores directos (0 varianzas heteroscedasticas de los términos de error
del modelo). Aunque, como se ha mencionado, estas varianzas se asumen conocidas, en la practica se
reemplazan por estimaciones. Dado el pequefio nimero de datos en algunas de las areas, las estimaciones
de estas varianzas también son muy imprecisas. Existen métodos de suavizado como el método de la
funcion generalizada de varianza (véase Fay y Herriot, 1979) o de estimacién no paramétrica de estas
varianzas, véase Gonzalez-Manteiga et al. (2010). La estimacion de dichas varianzas afiade el problema
de incorporar el correspondiente error de estimacion en el error del estimador final, aunque algunos
estudios indican que dicha contribucion es pequefia.

En los modelos a nivel de individuo, como su nombre indica, el modelo se establece para cada
individuo de la poblacion (modelo de superpoblacion), y por tanto el ajuste de estos modelos requiere
disponer de datos individuales de la variable respuesta y las variables auxiliares. El primer modelo de este
tipo fue propuesto por Battesse, Harter y Fuller (1988) y se conoce como modelo de errores anidados. Este
es un modelo de regresion lineal que incluye, ademéas de los errores individuales del modelo, efectos
aleatorios asociados a las areas, los cuales representan la heterogeneidad entre las areas no explicada por
las variables auxiliares disponibles. Estos modelos son ampliamente utilizados en la actualidad cuando se
dispone de los datos necesarios, pues incorporan mucha méas informacion que los modelos a nivel de area
Y no es necesario conocer las varianzas de los errores del modelo.
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El hecho de asumir un modelo estocastico que genera los valores de la variable de interés en los
individuos de la poblacién hace que los indicadores de interés sean cantidades aleatorias. Asi, es comun
en la literatura usar el término “predecir”, en lugar de “estimar”, el valor del indicador de interés y
“predictor” en lugar de “estimador”. En este documento, se usaran ambos términos como sinénimos. En
este contexto, un predictor insesgado de un indicador es aquel cuya esperanza bajo el modelo coincide con
la esperanza de dicho indicador. A la hora de estimar indicadores de tipo lineal en los valores de la variable
de interés en los individuos de la poblacion, como medias o totales, los modelos basicos a nivel de area o
de individuo que se utilizan forman parte de los modelos lineales mixtos que incluyen efectos aleatorios
de las areas de interés. Bajo estos modelos, el estimador indirecto habitual es el mejor predictor lineal
insesgado (en inglés, best linear unbiased predictor, BLUP), que consiste en la combinacion lineal de los
valores observados de la variable respuesta en los individuos de la muestra, que es insesgado bajo el
modelo y minimiza el error cuadratico medio. EI BLUP depende de los parametros desconocidos del
modelo, los cuales representan el comportamiento comdn entre las &reas. Reemplazando estos parametros
desconocidos por estimadores se obtiene el BLUP empirico (en inglés, empirical BLUP, EBLUP). Este es
finalmente el estimador (o predictor) habitual basado en un modelo de un indicador lineal en un area pequefia.

El BLUP no requiere ninguna hipétesis de normalidad en el modelo. Por otro lado, para estimar
indicadores mas generales que los lineales, el mejor predictor (en inglés, best predictor) es el que minimiza
el error cuadrético medio, sin exigir que sea lineal ni insesgado. Este es igual a la esperanza bajo el modelo
del indicador a estimar, condicionada a los valores observados en la muestra. Bajo normalidad, el mejor
predictor de un indicador lineal, una vez estimado el parametro de regresién mediante minimos cuadrados
ponderados, coincide con el BLUP. Cuando no existe normalidad o cuando el indicador a estimar no es
lineal, es posible que la esperanza que define el mejor predictor no se pueda calcular de forma analitica.
En ese caso, se recurre a aproximaciones numéricas del mejor predictor. Otros modelos muy utilizados,
por ejemplo a la hora de estimar proporciones de variables binarias, son los modelos lineales generalizados
con efectos aleatorios (véase el capitulo V).

Consideremos ahora una poblacion que esta dividida en dominios, y a su vez estos dominios estan
divididos en subdominios, y se desea estimar en uno de los niveles o en los dos. Por ejemplo, México esta
dividido en 31 Estados méas Ciudad de México y, a su vez, cada Estado se divide en un nimero de
municipios. Modelos mas apropiados para esta situacién incluyen efectos aleatorios a varios niveles (véase
e.g. Stukel y Rao, 1999 para la estimacion de indicadores lineales o Marhuenda et al., 2018 para la
estimacion de indicadores generales). Por otro lado, cuando existen diversas variables de interés
relacionadas entre si, se pueden plantear modelos multivariantes (véase Fay, 1987 o Datta, Fay y Ghosh,
1991). Asimismo, cuando existe correlacion temporal y/o espacial, se puede recurrir a modelos que
incluyen efectos aleatorios que siguen un proceso de series temporales y/o un proceso espacial, véase e.g.
Pfeffermann y Burk (1990) o Rao y Yu (1992) para modelos temporales, Molina, Salvati y Pratesi (2008)
para un modelo espacial y Marhuenda, Molina y Morales (2013) para un modelo espacio-temporal. Por
otro lado, los modelos Bayesianos son una alternativa a los modelos frecuentistas que en muchas ocasiones
presentan ventajas computacionales, proporcionando estimaciones practicamente idénticas a las obtenidas
con el correspondiente modelo frecuentista mientras las distribuciones previas consideradas sean no
informativas (véase el capitulo V). La monografia de Rao y Molina (2015) describe con detalle las
técnicas mas utilizadas en estimacion en areas pequefias y realiza una revision concienzuda de la mayoria
de los trabajos realizados en este campo hasta la fecha de publicacion.
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lI. Indicadores comunes de pobrezay desigualdad

En la literatura existen infinidad de indicadores de pobreza y desigualdad que resumen distintos aspectos
sobre las condiciones de vida de una poblacidn. En efecto, a partir de las encuestas oficiales sobre
condiciones de vida de los distintos paises, los Institutos Nacionales de Estadistica suelen producir una
gran variedad de indicadores con el objeto de representar las distintas dimensiones de la pobreza o la
desigualdad. La forma matematica del indicador concreto que se desea estimar es de gran importancia a
la hora de seleccionar las técnicas de estimacidn en areas pequefias apropiadas, pues no todas las técnicas
son aplicables a cualquier tipo de estimador.

En este capitulo vamos a revisar muchos de los indicadores que aparecen en la literatura, asi como
los indicadores que se suelen producir a partir de las encuestas oficiales de condiciones de vida. Aungue
no es posible incluir todos los indicadores existentes, algunos de los que se describen en este capitulo se
utilizaran para ilustrar las técnicas de estimacidn en areas pequefias mas utilizadas para nuestro propdsito.
Asi, en los capitulos que vienen a continuacion se va a realizar una revision de los distintos métodos que
se pueden utilizar, con una indicacion sobre los tipos de indicadores a los que son aplicables.

Neri, Ballini y Betti (2005) hacen una revisién de indicadores de pobreza y desigualdad. El
indicador de pobreza mas utilizado es la incidencia o tasa de pobreza, también llamada tasa en riesgo de
pobreza, que se calcula como la proporcién de individuos con ingresos (netos equivalentes) por debajo del
umbral o linea de la pobreza. Otro indicador comun es la brecha de la pobreza, que mide la magnitud de
la pobreza en lugar de la frecuencia de individuos en riesgo de pobreza. Estos dos indicadores son
elementos de una familia de indicadores mas amplia definida por Foster, Greer y Thorbecke (1984), que
Ilamaremos familia de indicadores FGT, y que poseen la ventaja de ser aditivos en los individuos. Los
métodos de estimacién en areas pequefias que vamos a describir en capitulos posteriores se van a ilustrar
aplicandolos a algunos de los indicadores de esta familia, aunque es importante recalcar que algunos
métodos son aplicables a muchos otros indicadores no incluidos en esta familia. En cada capitulo se
matizara a qué tipo de indicadores es aplicable cada método.

Llamenos U a la poblacion objetivo (por ejemplo los residentes en un pais), de tamafio N, que esta
dividida en D subpoblaciones, las areas o dominios donde se desea estimar, de tamafios N, ..., Np.
Obsérvese que los tamafios poblacionales de las areas suelen ser muy grandes pues, como se ha comentado
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en el capitulo 11, el término “area pequefia” hace referencia al tamafio muestral (mas concretamente al
error de muestreo del estimador directo utilizado) y no al tamafio poblacional.

Llamamos Ey; a la medida de poder adquisitivo (e.g. ingresos o gastos) del individuo i en el area
d,d =1,..,D. Llamamos z al umbral de pobreza utilizado, por debajo del cual un individuo se considera
en riesgo de pobreza. La familia de indicadores FGT para el area d se define por :

Ng

1 zZ — Edi a
Fad=N—dZ(T> I(Edi<Z), d=1,..,D,a =0, (l)
i=1
donde I(E4 < z) es una funcion indicadora, que toma el valor 1 si E;; < z (individuo i en riesgo de
pobreza) o el valor 0 en caso contrario. Tomando a = 0, obtenemos la tasa o incidencia de pobreza. La
brecha de pobreza es el indicador obtenido tomando a = 1.

Un indicador mas complejo que utiliza tanto la brecha como la incidencia de pobreza, ademas del
indice de Gini, es el Indice Sen (Sen, 1976). Por otro lado, dentro de los indicadores que no dependen de
un umbral de pobreza sino de la situacion relativa de los individuos dentro de la ordenacion de todos ellos,
podemos mencionar los indices Fuzzy monetarios y los Fuzzy suplementarios, véase Betti et al. (2006).
Por encima de la dimension monetaria, a menudo es de interés medir otro tipo de limitaciones o carencias
no estrictamente monetarias. Estas carencias se suelen medir como proporciones de individuos que poseen
(o que no poseen) acceso a determinados servicios (sanitarios, en el hogar, educativos,...). Por otro lado,
indicadores de desigualdad incluyen el indice de Gini, la entropia generalizada o el indice de Theil, véase
e.g. Neri, Ballini y Betti (2005).

En el Consejo Europeo de diciembre de 2001, como parte de la Estrategia de Lisboa del afio 2000
para la coordinacion de las politicas sociales de los distintos paises, se establecieron un grupo de
indicadores de pobreza y exclusion social, llamados indicadores de Laeken. Estos indicadores incluyen la
tasa en riesgo de pobreza F,,4, la razon entre quintiles de los ingresos (razon entre los ingresos del 20% de
la poblacion mas rica y los del 20% mas pobre; en inglés, quintile share ratio), la mediana relativa de la
brecha en riesgo de pobreza y el indice de Gini entre otros.

Un ejemplo de medida multidimensional de pobreza es el utilizado por el CONEVAL en México,
Ilamado indicador de pobreza multidimensional, que mide la proporcién de individuos con al menos una
de entre un conjunto de deprivaciones o carencias establecidas, y cuyos ingresos estan por debajo del
umbral o linea de bienestar. En los capitulos siguientes se revisaran algunos métodos de estimacion en
areas pequefas que, aunqgue se ilustren estimando indicadores de la familia FGT, se pueden utilizar de la
misma forma para estimar una gran cantidad de indicadores.
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lll. Métodos directos para la desagregacion
de datos de pobreza

En este capitulo se describen estimadores directos basicos para la media de una variable en un dominio o
area, dada por

Ng
Yy =Ng" Z Yai, )
=1

donde Y,;; denota el valor de la variable para el individuo i dentro del area (o dominio) d. Obsérvese que
los indicadores FGT dados en (1) también se pueden escribir en forma de medias como en (2) llamando

Eg;

7 a
Faar = (%) 1(Eq <)

con lo cual obtenemos que F,4 es la media de los valores Y,; = F, 4; para los individuos en el area d, es
decir,

Ng
Faa = Ni* ) Feat ©)
i=1

Como ya se ha mencionado, un estimador de un indicador en un &rea determinada se califica como
“directo” si se calcula utilizando solamente datos de esa area, sin hacer uso de datos de ninguna otra area.
Estos estimadores son los utilizados por defecto en los Institutos Nacionales de Estadistica, debido a sus
buenas propiedades respecto del disefio muestral (como la insesgadez) en &reas con suficiente tamafio
muestral. Por ejemplo, los estimadores directos han sido usados tradicionalmente para producir
estadisticas sobre las condiciones de vida en Chile a nivel nacional, regional y para un conjunto de
comunas con muestra representativa, seglin la Encuesta de Caracterizacién Socioeconémica Nacional
(CASEN). A partir de la CASEN 2015, la metodologia para la estimacién en las comunas no
representativas se realiza usando métodos indirectos basados en modelos; concretamente, el método Fay-
Herriot descrito en la introduccion, véase el documento sobre Metodologia de estimacion de pobreza a
nivel comunal, con datos de Casen 2015 del Observatorio Social del Ministerio de Desarrollo Social de
Chile de 2017.
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En este documento, llamaremos s a la muestra extraida de tamafio n de la poblacion U, s; a la
submuestra del area d de tamafio n, (que puede ser igual a cero) y r; al conjunto de elementos fuera de
la muestra de la misma area, d = 1, ..., D, donde Y¥5_, n; = n. Ademas, llamaremos 7; a la probabilidad
de inclusion del individuo i en la muestra del area d, w,; = m; al peso muestral del mismo individuo y
ma,;; a la probabilidad de inclusion de los individuos i y j en la muestra del area d. A continuacion
describimos los estimadores directos mas conocidos.

A. Estimadores directos basicos

El estimador insesgado con respecto al disefio muestral de la media del area d, Yy, es el conocido como
estimador de Horvitz-Thompson (HT). Este estimador require conocer el verdadero tamafio del area N, y
los pesos muestrales wy; = ;i para los individuos de la muestra en el area d. Asumiendo que éstos son
conocidos, el estimador de HT de ¥, es

?d = Nd_1 Z Wgqi Ydi' (4)
i€sq

Obsérvese que para el total del area d, Y; = Zﬁvfl Y,;, el estimador de HT es simplemente ¥; =
Yiesy Wai Yai Y N0 requiere conocer el tamafio poblacional del area Ny.

Si mg; >0 para todo i = 1,..., Ny, un estimador insesgado de la varianza bajo el disefio del
estimador de HT de Y, viene dado por

= YZ YaiVai (qij — MaqiTa;
var, (T = N2 ) L -m+2) > A ‘”( L "”) - ©)
di

TC 4T ¢ TTqi:
i€sg i€sq jJESq aittaj al
j>i

L

En muchas ocasiones, en la fase de estimacion, no se dispone de toda la informacidn sobre el disefio
muestral aparte de los pesos muestrales wy;. Al no disponer de las probabilidades de inclusién de segundo
ordenm,;;, el estimador (5) no se puede calcular. Sin embargo, para disefios muestrales con probabilidades
de inclusion de segundo orden verificando m,;; ~ mq;myj, para j # i, como por ejemplo en el muestreo
de Poisson, donde se da la igualdad, el segundo término de (5) se hace aproximadamente cero.
Reemplazando ademas w,; = 7, obtenemos el siguiente estimador de la varianza, que no depende de
las probabilidades de inclusion de segundo orden

At () = Ng® ) way (wag — 1)V ©)

i€sg

Este estimador es el que proporciona la funcidn direct() del paquete de R sae, que se utilizara en el
Ejemplo 1 para ilustrar estos procedimientos, cuando se incluyen los pesos muestrales. Esta funcion asume
gue no se dispone de informacién sobre el disefio muestral aparte de los pesos muestrales. En el caso de
poseer informacidon sobre el disefio muestral, existen paquetes de R mas adecuados como survey (Lumley
2017) o sampling (Tillé y Matei 2016). Ademas, existen aproximaciones alternativas de la varianza
dependiendo del disefio muestral y de la informacion disponible, e.g. el método de los conglomerados
ultimos o el método de las replicaciones repetidas balanceadas (en inglés, Balanced Repeated Replications,
BRR) con la correccién de Fay (U.S. Bureau of Labor Statistics y U.S. Census Bureau 2006).

El estimador de HT pondera las observaciones individuales Y;; mediante los pesos muestrales o
inversos de las probabilidades de inclusion en la muestra, w,; = w1 . Esto protege de las situaciones en
las que la probabilidad de seleccionar a un individuo esté relacionada con el valor de la variable de interés
(disefio muestral informativo). En efecto, si cierto tipo de individuos (e.g. aguellos con menores ingresos)
tiene una mayor probabilidad de aparecer en la muestra, es probable que este tipo de individuos aparezca
mas frecuentemente en la muestra final, mientras que los individuos con menor probabilidad de aparecer
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(e.g. con mayores ingresos) probablemente escaseen en la muestra. Esto significa que, si estimasemos
dando el mismo peso a todas las observaciones de la muestra, al igual que en la media muestral basica,
tendriamos un sesgo (e.g., se infraestimarian los ingresos medios). Por este motivo, es necesario dar menor
peso a las observaciones con mayor probabilidad de aparecer en la muestra, y mayor peso a las que poseen
menor probabilidad de aparecer.

Aunqgue este estimador sea exactamente insesgado respecto al disefio muestral, su varianza bajo el
disefio puede ser muy grande cuando el tamafio muestral del area n; es pequefio. Un estimador ligeramente
sesgado para n, pequefio pero con una varianza algo menor, y que no requiere el conocimiento del tamafio
del area N, para estimar la media Y, es el estimador de Hajek. Este estimador es igual a la media
ponderada en las observaciones del area, usando como ponderaciones los pesos muestrales, es decir,

=N;?! z wy; Yy, donde N = Z W

i€sg i€sg

Para el total Y; = Z ' Yy, €l estimador de Hajek es Y, Nd 4 que si requiere conocer el tamafio
poblacional N.

Bajo el disefio muestral, un estimador de la varianza del estimador de Hajek, Y74, se obtiene usando
el método de linearizacion de Taylor. El estimador resultante se obtiene simplemente reemplazando Yy;

por &4; = Y,; — Y4 en el estimador de la varianza del estimador de HT del total ¥, y dividir por N; es
decir,

oo\ (a = T
var,(lg) = N4 > =4l (1 - myy)
di

i€sg
+2 Z Z Yai — Yo Yy — Vi <7Td,ij - 7Tdi7de> @
TTgiTlgj TTq,ij '

lESdJESd

suponiendo que m4; > 0, para todo i. Para disefios en los cuales my;; ~ mq;myj, para j # i, como en el
muestreo de Poisson, esta varianza estimada se reduce a

var (Ta) = 032 ) wa (War — 1) (Var = 7442
i€sg

Como se ha mencionado, los indicadores FGT tienen la ventaja de que se pueden escribir como una
media para los individuos del &rea, véase (3). Por tanto, el estimador de Horvitz-Thompson de F,,; €S

entonces
> —_ -1
Faq = Ny E Wai Foai-

iESd
Alternativamente, el estimador de Hajek de F,, viene dado por
ad - Nd del a,di*
[P

Obsérvese que, al sumar los estimadores directos de HT de los totales Y,; para las areas de una
region mas grande, pongamos para la poblacion completa, se obtiene el estimador de HT del total

poblacional ¥ = ¥0_, ¥ies, Wai Yai, €s decir,
D
X

a=1
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Dado que a un nivel de agregacion mayor como el poblacional, el estimador de HT es eficiente,
esta propiedad, llamada propiedad “benchmarking” es deseable para los estimadores en las areas. Sin
embargo, otros estimadores, especialmente los indirectos que veremos en los capitulos siguientes, no van
a sumar exactamente el estimador directo considerado para el total poblacional (que puede ser distinto del
de HT). Para forzar que esto ocurra, se pueden realizar ajustes en los estimadores. Sea Y257 un estimador
que no verifica esta propiedad. Si se desea que éstos sumen el estimador de HT a nivel nacional ¥, un

ajuste comun es el de tipo razén, dado por

~

~ . Y
YfEST=YdESTD—W, d=1,...,D.
d=1"d
Existe una gran cantidad de literatura sobre otros tipos de ajustes, como por ejemplo de diferencia,
y sobre métodos especificamente disefiados para que los estimadores calculados verifiquen de forma
obligatoria esta propiedad incluso a varios niveles, pero no se incluyen en este documento por brevedad.
Para més informacion, véase e.g. Ghosh y Steorts (2013) y las referencias que ahi se citan.

A continuacién, resumimos los tipos de indicadores a los que son aplicables estos estimadores, los
datos que son necesarios para su produccién ademas de los datos de la variable de interés obtenidos de
una encuesta, y las ventajas e inconvenientes desde un punto de vista eminentemente practico.

Indicadores objetivo: pardmetros aditivos, en el sentido de que son sumas de ciertas variables para cada
individuo del area. Estas variables pueden ser funciones de las variables de interés para los individuos (e.g.
F, q4i €s funcion de la variable considerada para medir el poder adquisitivo para el individuo, Eg;).

Requerimientos de datos:
e Pesos muestrales w,; para los individuos de la muestra en el area d.

e Para el estimador de HT de la media y para el estimador de Hajek del total, tamafio
poblacional del area, N;.

Ventajas:

e Elestimador de HT es exactamente insesgado y el de Hajek es aproximadamente insesgado
respecto al disefio muestral. Ambos son consistentes respecto al disefio cuando el tamafio
muestral del area n, crece. Por tanto, se comportan bien para areas con tamafio muestral
suficiente bajo disefios muestrales con probabilidades desiguales, incluyendo bajo
muestreo informativo, mientras se calculen usando las verdaderas probabilidades de
inclusion de los individuos en la muestra del area.

¢ No necesitan asumir ningn modelo o hip6tesis sobre las variables en cuestion Y;; es decir,
son completamente no paramétricos.

e Satisfacen la propiedad “benchmarking”: si sumamos los totales estimados para todas las
areas de una region mas grande, obtenemos el total estimado de esa region que se obtiene
mediante el mismo método.

Desventajas:

e Sonmuy ineficientes (i.e. poseen un error de muestreo elevado) para &reas pequefias debido
al pequefio tamafio muestral.

e No se pueden calcular para areas o dominios no muestreados; es decir, con tamafio muestral
ng igual a cero.

Ejemplo 4.1. Estimadores directos de HT de incidencias de pobreza, con R. Vamos a ilustrar como
calcular estimadores directos de HT para las incidencias de pobreza, usando datos simulados sobre
condiciones de vida en las provincias espafolas, incluidos en el fichero de datos de R llamado incomedata
del paquete de R sae. Este conjunto de datos incluye, para n = 17119 individuos ficticios que residen en
las D = 52 provincias espafiolas, el nombre de la provincia donde reside (provlab), el cddigo de la
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provincia (prov), el codigo de la comunidad auténoma (ac), el grupo de edad de 1 a 5 (age), la nacionalidad
(nat, 1=si posee la espafiola, 2=si no la posee), el nivel educativo (educ, de 0=menor de 16 afios a 3=nivel
universitario), la situacion laboral (labor, donde O=menor de 16 afios, 1=ocupado, 2=desempleado y
3=inactivo), si estd en cada grupo de edad, desde el grupo 2 hasta el 5 (age2 hasta age5), si posee el nivel
educativo 1 hasta 3 (educl hasta educ3), si posee la nacionalidad espafiola, si esta ocupado, parado o
inactivo, los ingresos netos equivalentes (income) y el peso muestral (weight). Calculamos los estimadores
directos de HT para las incidencias de pobreza en las D = 52 provincias espafiolas.

Después de instalar la libreria sae, la cargamos, junto con el conjunto de datos incomedata, que
contiene los datos muestrales, y el conjunto de datos sizeprov, que contiene los tamafios poblacionales de
las provincias, Ng:

library(sae)
data(incomedata)
attach(incomedata)
data(sizeprov)

Ahora utilizamos la funcidn direct() para obtener los estimadores directos de HT. En primer lugar,

calculamos el tamafio muestral total, el nimero de provincias, los tamafios muestrales de éstas y extraemos
los tamafios poblacionales del fichero sizeprov:

n<-dim(incomedata)[1]  # Tamafio muestral total

D<-length(unique(prov)) # NUmero de provincias (areas o dominios)
nd<-as.vector(table(prov))  # Tamafios muestrales de las provincias
Nd<-sizeprovSNd # Tamafios poblacionales de las provincias

Establecemos el umbral de pobreza, que se calcula como 0.6*median(income) con los datos del afio
anterior, y construimos la variable poor, que es el indicador de tener ingresos por debajo del umbral de
pobreza:

2<-6557.143
poor<-numeric(n)
poor[income<z]<-1

Finalmente, calculamos los estimadores directos de HT de las incidencias de pobreza en las

provincias (promedios de la variable poor en las provincias), usando la funcion direct() incluyendo los
pesos muestrales dados por la variable weight:

povinc.dir.res<-direct(y=poor,dom=prov,sweight=weight,domsize=sizeprov[,-1])
print(povinc.dir.res,row.names=F)

La salida de esta funcion es:

Domain SampSize Direct SD Ccv
1 96 0.25503732 0.04846645 19.003670
2 173 0.14059242 0.03042195 21.638397
3 539 0.20785096 0.02178689 10.481979
4 198 0.26763976 0.04090335 15.282986
5 58 0.05512200 0.02555426 46.359465
6 494 0.21553890 0.02357906 10.939585
7 634 0.09999792 0.01536517 15.365488
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41
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45
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1420
168
282
398
118
250
224
495

92
142
208

89
285
122
115
232
218
130
510
173
944
379
885
564
129
803

72
472
448
164
381
434

58
482

20
134

72
275
714
299
524
104
564
235
180

eoNeoNoBoNoNoNeoNoRoloNoNoNoloholNoNoNeoloholNoNoNoloBolNoNoNoNolohoNoNoNeolololoNolNololololNolNelNe]

.29812535
.21413150
.27031324
.14887351
.17598199
.20921534
.29975708
.25347550
.26334059
.18337421
.31727340
.17908182
.23690549
.12583449
.24107606
.31294198
.18801572
.15559590
.25811811
.37718722
.18218209
.22918462
17703167
.16190765
.22799612
.26064010
.30166074
.16651843
.18549072
.16104513
.18429619
.34244429
.22262002
.20503036
.02541207
.32035438
.27364239
.12553377
.21360678
.19292332
.21694466
.30027442
.10034577
.19724796
.19109119

eoNeoNoBoNoNoNoNoRoloNoNoNololoNoNoNolohoNoNoNoloBolNoNolNoNeolololNoNoNelololoNolNololololNolNelNe]

.01618508
.04473542
.03125819
.02189022
.03584882
.03279230
.03934080
.02467716
.05913385
.03710194
.04043964
.04234025
.03194779
.03202547
.04856351
.04122671
.03002634
.03872448
.02459196
.05696330
.01639018
.02735631
.01648910
.01842017
.04199465
.02093779
.07179782
.02307258
.02418887
.02998243
.02054550
.03248937
.05639965
.02122527
.02540651
.04934077
.06723440
.02131991
.02070508
.03211484
.02215645
.06025302
.01569138
.03341193
.03441016

5.
20.
11.
14.
20.
15.
13.

9.
22.
20.
12.
23.
13.
25.
20.
13.
15.
24.

9.
15.

8.
11.

9.
11.
18.

8.
23.
13.
13.
18.
11.

9.
25.
10.
99.
15.
24.
16.

9.
16.
10.
20.
15.
16.
18.

428952
891562
563692
703904
370731
673948
124228
735520
455274
232911
745990
642966
485457
450474
144476
173916
970122
887854
527405
102129
996593
936364
314210
376958
419018
033220
800849
855869
040474
617410
148085
487491
334492
352256
978151
401934
570172
983409
693081
646429
212948
065986
637311
939048
007191

Finalmente, guardamos los valores estimados en un vector y contamos cuantas provincias tienen

CV por encima del 20%:

povinc.dir<-povinc.dir.resSDirect
povinc.dir.cv<-povinc.dir.resSCV
sum(povinc.dir.cv>20)
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Existen 15 provincias cuyos estimadores directos de HT de la incidencia de pobreza poseen un CV
superior al 20%. Esas 15 provincias serian areas pequefias para dicho indicador. Pero, como veremos, se
pueden encontrar estimadores con mejor eficiencia también en otras provincias.

B. Estimadores GREG y de calibracion

Un estimador més sofisticado que los estimadores directos basicos dados en el capitulo anterior, en el
sentido de que utiliza informacién auxiliar, es el estimador generalizado de regresion (en inglés,
generalized regression, GREG). En su version restringida al &rea d, este estimador requiere conocer el
total X,; = Z?’jl Xgi, 0 la media X, = N;lZ?’:dl Xg4;, para el érea d de un vector x,4; de valores de p
variables auxiliares relacionadas con Yy;, para el individuo i dentro del &rea d. Si )?d =Nyt Yiesy Wai Xai
es el estimador de HT de X, el estimador GREG de Y, viene dado por

?‘;;REG = ?d + (Xd _id) Ed' (8)

PEEPS -1 . ;.
Aqui, By = (Ties, Wai XaiXai'/Cai)  Lies, Wai Xai¥ai/cai €S €l estimador de minimos cuadrados
ponderados (usando los pesos del disefio muestral) del vector de coeficientes de la siguiente regresion
lineal asumida para las unidades del area d,

Yai = %ai'Ba + €y i=1,..,Ng, ©)

donde los errores del modelo €,4; son independientes, con esperanza cero y varianza a2cy;, siendo cg; > 0
constantes que representan la posible heteroscedasticidad, i = 1, ..., N;. Las constantes c,; se determinan
estudiando los residuos del modelo lineal sin heteroscedasticidad, es decir, concy; = 1,i = 1, ..., N4. Por
ejemplo, observando el diagrama de dispersién de los residuos frente a cada una de las variables auxiliares,
podemos observar graficamente si la varianza de los residuos aumenta con alguna de ellas. En ese caso,
se tomaria como constantes c,;, los valores de esta variable en las unidades del area o, mas generalmente,
una funcion cy; = f(x4;) > 0, de los valores de dicha variable auxiliar.

El estimador GREG de la media del area d, Yy, dado en (8), es aproximadamente insesgado bajo el
disefio muestral independientemente de si el modelo (9) es correcto o no, ya que el sesgo del estimador
del vector de coeficientes de la regresion By, como estimador de su version poblacional, B, =
(Z’i\’:"‘l X4 xdi’/cdi)‘lzlivjlxdi Yai/cai» €S pequefio. Por este motivo, el modelo (9) se suele llamar
“modelo de trabajo” (en inglés, working model) y a los estimadores que son insesgados
independientemente de si modelo se verifica, al igual que (8), se les llama “asistidos por modelos” (en
inglés, model-assisted). Por otro lado, el GREG también es insesgado bajo el modelo de regresién (9),
condicionando a la muestra s. Aunque el estimador GREG tiende a mejorar la eficiencia del estimador
directo Y, si las variables auxiliares estan linealmente relacionadas con la variable dependiente Y,;;, este
estimador solo usa los datos del area d y por tanto su varianza puede seguir siendo grande para areas con
tamafio muestral n,; pequefio. También es posible definir un estimador GREG basado en un modelo a
nivel nacional, donde los coeficientes de regresidn son constantes para todas las areas, pero la eficiencia
de este estimador sigue dependiendo del tamafio muestral de area.

Obsérvese que, si deseamos utilizar el estimador GREG para el indicador FGT de orden «, que €s
R . . , . _ N . .. .
igual a la media de las variables F, 4; en el area, es decir, Fpqy = Ni' Y% Fa ai, la mejora en eficiencia

respecto del estimador directo dependeria de la bondad del ajuste del siguiente modelo de regresion:
Fa,di =xdi’ﬂd+€di, i = 1, ...,Nd.

Sin embargo, en el caso de los indicadores FGT, las variables F, 4; son una funcion compleja de la variable
de interés (la medida del poder adquisitivo E,4;) dada por Fy 4; = {(z — Eg;)/2}*1(Eg; < z), @ =2 0. No
es facil encontrar variables auxiliares x4; que estén linealmente relacionadas con F, 4;. Por tanto, este
modelo es dificil que se verifique en la practica y, asi, para los indicadores FGT, los estimadores GREG
tienen una utilidad mas reducida que para estimar medias o totales de las variables de interés (e.g., de los
ingresos Eg;).
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Los estimadores de calibracion son muy utilizados en los Institutos Nacionales de Estadistica para
estimar medias o totales a nivel nacional y en regiones con suficiente tamafio muestral. Si calibramos a
nivel de area, vamos a ver que el estimador resultante estd intimamente relacionado con el estimador
GREG. El método de calibracién fue propuesto por Deville y Sarndal (1992) para estimar el total de una
variable de interés usando informacidn auxiliar de p variables relacionadas con ella. Asumiendo que se
conocen los totales de las variables auxiliares en el area, X;, y que las variables auxiliares x;; estan
relacionadas linealmente con Y;, el método de calibracion consiste en encontrar unos nuevos pesos hg;,
lo méas cercanos posible a los pesos muestrales originales wy; en virtud de una distancia Gy; (hg;, wg;),
tales que el total X, de las variables auxiliares se estima con estos pesos de forma exacta; es decir, sin
error. Si la variable de interés esta linealmente relacionada con estas variables auxiliares y los totales de
éstas se estiman de forma exacta, se espera que los totales de la variable de interés también se estimen con
poco error. Formalmente, a la hora de estimar la media Y, se buscan unos nuevos pesos para las unidades
de la muestra, hy;, i € s4, que son la solucién del problema

min Z Gai (haiy Wai)

{hai;i€sq} y
LESq

sujeto a Z hgi Xqi = Xgq,
i€sq

donde Gg4;(+,+) es una pseudo-distancia. Usando la pseudo-distancia ji-cuadrado dada por Gg4; (hgi, Wai) =
cqi(hgi — wai)?/wa;, que es probablemente la mas popular, y resolviendo el problema mediante el método
de multiplicadores de Lagrange, los pesos resultantes son

-1
hgi = wgi{ 1+ x4 Z Wai XqiXai' /Cai Xy — Z Wai Xai/Cai | (-1 € Sq- (10)

i€sq i€sq

Obsérvese que los pesos calibrados h;; son el resultado de realizar un ajuste a los pesos originales,
hgi = Wqigai, donde el factor de ajuste g,4; viene dado por el término dentro de las llaves en (10). El
estimador de calibracion de Y, se obtiene entonces simplemente igual que el estimador de HT, pero usando
los pesos calibrados en lugar de los originales, de la forma

Y4 = NGt Z hai Ya;.

i€sg

Es facil comprobar que, sustituyendo la férmula obtenida para estos pesos dada en (10) en el

estimador de calibracion edCAL, obtenemos exactamente el estimador GREG de Y, dado en (8). Deville y

Sarndal (1992) proponen estimadores de calibracidn basados en distancias G; (+,-) distintas de la distancia
ji-cuadrado. Sin embargo, también demuestran que los estimadores resultantes, bajo ciertas condiciones
de regularidad para la distancia G4;(-,-), son asint6ticamente equivalentes al GREG dado en (8) y por
tanto comparten la misma varianza asintética. Al igual que el estimador GREG, para un tamafio muestral
ng pequefio, la varianza de los estimadores de calibracion puede ser grande. Es posible obtener
estimadores de calibracion usando informacion auxiliar a otros niveles, como por ejemplo a nivel nacional,
pero su varianza sigue dependiendo del tamafio muestral del area.

Un estimador consistente (cuando n, crece) para la varianza del estimador Y S*E¢ se obtiene usando

el método de linearizacion de Taylor. El estimador resultante se obtiene de reemplazar Yy; por é;; = Yy —
x4;' B, en la varianza estimada del estimador de HT dada en (5), es decir,

~2 ~ o~
= e85 84i€q; (Tgii — MgiTy;
— GREG~N _ pj—2 di di€di d,ij diltdi
G0 =S gy 42y Y
Tgi TqiTai Tg,ij

= IE€Sq JESg
j>i
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Para disefios en los que se verifique 74 ;; =~ mg;mg;, para j # i, como en el muestreo de Poisson,
esta varianza estimada, escrita en funcion de wy; = m 1, se reduce a

var, (Y7RE6) = N2 2 Wa; (Wg; — 1)85;.

i€sg

Estudios de simulacién han mostrado que este estimador puede infraestimar la varianza del GREG.
Sin embargo, el estimador que resulta de reemplazar Y;; por gg4;€4:, Siendo gg4; el factor de ajuste de los
pesos wy;, en la varianza estimada del estimador de HT, dado por

2 52 ~ ~
= i€di i€diddiCdi (Maii — MaiTai
V/a\I'n(YdGREG) — Nd_z E g;i;zdl (1 _T[di) +2 z z 9di€diddj d}( d,ij di dl>
di

TTgiTg; Tq,ij

i€sq i€sq jEsg
j>i

reduce esta infraestimacion y sigue siendo consistente cuando n, crece, véase Fuller (1975) o Estevao,
Hidiroglou y Sérndal (1995). Ademas, dicho estimador alternativo de la varianza es aproximadamente

insesgado para la varianza del GREG Y “REG bajo el modelo (9) condicionando a la muestra s, para diversos
disefios muestrales.

Obsérvese de nuevo que estos estimadores tienen sentido para estimar totales 0 medias de las
variables de interés, y no para otro tipo de parametros. Por ejemplo, para el indicador FGT de orden « en
elaread, Fq = N1 Z’iv: ¢ Fqqi, l0s estimadores GREG o de calibracion ganarian eficiencia respecto del
estimador directo si las variables auxiliares x4; estuvieran relacionadas linealmente con F, 4;, lo cual es

improbable en la préctica.
A continuacion se resumen los principales aspectos de estos estimadores:

Indicadores objetivo: medias/totales de las variables de interés.
Requerimientos de datos:

e Pesos muestrales wy; para los individuos de la muestra en el &rea d.
o Para el estimador de la media, tamafio poblacional del area, N;.

e Observaciones muestrales de las p variables auxiliares relacionadas con la variable de interés,
obtenidas de la misma encuesta donde se obtienen los datos de la variable de interés.

e Totales X, 0 medias X, poblacionales de las p variables auxiliares en el area.

Ventajas:

e Son aproximadamente insesgados (y consistentes cuando n, crece) respecto al disefio muestral,
independientemente de si el modelo se verifica 0 no. Por tanto, se comportan bien para areas
con tamafio muestral suficiente bajo disefios muestrales con probabilidades desiguales,
incluyendo muestreo informativo.

e No requieren que se verifique el modelo considerado para las variables de interés Yy;; es decir,
son no paramétricos.

Desventajas:
e Aunque pueden mejorar a los estimadores directos basicos si el modelo de regresion se verifica,
pueden seguir siendo ineficientes para areas pequefias debido al pequefio tamafio muestral.

e No se pueden calcular para areas 0 dominios no muestreados; es decir, con tamafio muestral n
igual a cero.

Ejemplo 4.2. Estimadores GREG de incidencias de pobreza, con R. Continuando el Ejemplo 4.1,
ilustramos ahora como se podrian calcular los estimadores GREG de las incidencias de pobreza en las
provincias con los mismos datos, considerando ahora variables auxiliares; concretamente, consideramos
la constante 1, el grupo de edad, el nivel educativo y el estado laboral.
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En primer lugar, cargamos los ficheros que contienen los datos que nos faltan: los totales de
individuos en cada provincia por cada grupo de edad, por cada nivel educativo y por cada estado laboral:

data(sizeprovage)
data(sizeprovedu)
data(sizeprovlab)

Construimos la matriz con los vectores de proporciones de individuos en cada categoria y provincia.
Estos formaran el vector de medias poblacionales X ;:

Nd<-sizeprov[,3]
Ndage<-as.matrix(sizeprovage[,-c(1,2)])
Ndedu<-as.matrix(sizeprovedu[,-c(1,2)])
Ndlab<-as.matrix(sizeprovlabl,-c(1,2)])

Pdage<-Ndage/Nd
Pdedu<-Ndedu/Nd
Pdlab<-Ndlab/Nd

X<-cbind(const=rep(1,D),Pdagel[,3:5],Pdedul,c(2,4)],Pdlab[,2])

Ahora creamos la matriz de disefio para la regresidn lineal, con los valores de las variables auxiliares
para los individuos de la muestra:

Xtot<-model.matrix(poor~age3+aged+age5+educl+educ3+laborl).

Finalmente, calculamos los estimadores GREG para las incidencias de pobreza (medias de la
variable poor) en cada provincia:

provl<-unique(prov)  # indice de cada provincia
p<-dim(Xtot)[2] # Numero de variables auxiliares

betad<-matrix(0,nr=D,nc=p) # Matriz con los coeficientes de regresién

# para cada provincia (en filas)
Xd.est<-matrix(0,nr=D,nc=p) # Matriz de estimadores directos de las medias

# de las variables auxiliares para cada provincia
povinc.greg<-numeric(D) # Vector de estimadores GREG en las provincias
povinc.greg.var<-numeric(D) # Vector con las varianzas estimadas

# bajo el disefio de los estimadores GREG

for (d in 1:D){

Xd<-Xtot[prov==provl[d],] # Valores de las variables auxiliares
# para los indiv. de la provincia
wd<-weight[prov==provl[d]] # Pesos muestrales para los individuos
# de la provincia
yd<-poor[prov==provl[d]] # Valores de la variable de interés
# para los individuos de la provincia

# Ajustamos la regresion para la provincia, con los pesos muestrales

betad[d,]<-coef(summary(Im(yd~-1+Xd, weights=wd)))[,1]
# Estimadores directos de las medias de las variables auxiliares en la provincia
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Xd.est[d,]<-colSums(diag(wd)%*%Xd)/Nd[d]

# Estimador GREG de la incidencia de pobreza para la provincia
povinc.greg[d]<-povinc.dir [d]+sum((X[d,]-Xd.est[d,])*betad[d,])

# Varianza estimada bajo el disefio del estimador
# GREG de la incidencia de pobreza
gd<-matrix(1/Nd[d]+
+(X[d,]-Xd.est[d,])%*%solve(t(Xd)%*%diag(wd)%*%Xd)%*%t(Xd),nr=nd[d])
ed<-yd-Xd%*%as.matrix(betad[d,],nr=p)
povinc.greg.var[d]<-sum(wd*(wd-1)*(gd*ed)"2)

}

# CVs de los estimadores GREG
povinc.greg.cv<-100*sqrt(povinc.greg.var)/povinc.greg

Representamos los valores de los estimadores GREG frente a los de HT, asi como sus varianzas (o
errores de muestreo al cuadrado):

M<-max(povinc.dir,povinc.greg)

m<-min(povinc.dir,povinc.greg)
plot(povinc.dir,povinc.greg,ylim=c(m,M),xlim=c(m,M),xlab="HT",ylab="GREG")
abline(a=0,b=1)

M<-max(povinc.dir.var,povinc.greg.var)
m<-min(povinc.dir.var,povinc.greg.var)
plot(povinc.dir.var,povinc.greg.var,ylim=c(m,M),xlim=c(m,M),xlab="Var(HT)",
ylab="Var(GREG)")
abline(a=0,b=1)

Grafico 2

Estimadores GREG de las incidencias de pobreza para las provincias frente a estimadores HT (izquierda), y
varianzas estimados de los estimadores GREG frente a las de los estimadores de HT (derecha).

(En proporciones)

P, 9
8
/ 8
G S
- /
S o o/
/ g
Q // b=
s
- ° P @
e o Ao g &
oY g 2
o ()
o
@ @ 9 o s
9 % ¢/ 8
~ CSe 8
e 1 oL
/ oo
5 o 0
700 % =Y
8 4
i =)
° //6 g | 4%
// /

2 f T T T T T
0.000 0001 0.002 0003 0.004 0.005

01 0.2 0.3 0.4 VarHn)

HT

Fuente: Elaboracién propia.

Podemos ver que los estimadores GREG se parecen a los de HT, pero sus varianzas estimadas son
ligeramente menores. Esta ganancia en eficiencia se consigue gracias al uso de informacion auxiliar.
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V. Métodos indirectos basicos parala
desagregacion de datos de pobreza

Un estimador indirecto para un indicador en un area concreta es aquel que usa la informacion de otras
areas gracias al hecho de asumir algun tipo de homogeneidad entre ellas. El empleo de una mayor cantidad
de informacién en el proceso de estimacion conlleva a menudo una disminucion en el error de muestreo
(o aumento de la eficiencia). Vamos a describir en primer lugar estimadores sintéticos. Un estimador
sintético es aquel que considera que las areas son homogéneas en el sentido de poseer parametros comunes,
sin permitir ningn grado de heterogeneidad entre ellas que no sea debido a las variables auxiliares
disponibles. Estos estimadores asumen hipotesis fuertes que son poco probables en la practica y por tanto
pueden tener un sesgo grande. A pesar de su potencial sesgo, se incluyen en este documento con el objeto
de ilustrar la idea intuitiva subyacente a la estimacién en areas pequefias, que consiste en tomar prestada
informacion de otras areas con el fin de mejorar la eficiencia.

A. Estimador post-estratificado sintético

Se recalca de nuevo que este estimador es escasamente utilizado en aplicaciones reales de estimacion en
areas pequerias debido a que se basa en hipotesis poco realistas; sin embargo, se describe en este documento
ya que ilustra de una manera sencilla la idea subyacente principal sobre cémo tomar prestada informacion.

Se dispone de una variable cualitativa relacionada con la variable Yy;. Esta variable cualitativa tiene
] categorias posibles, las cuales dividen a la poblacion U en J grupos, U?, ..., U’/ de tamafios N1, ..., N/,
Illamados post-estratos, que se entrecruzan con las areas. Por tanto, el area U, de la poblacion queda

igualmente dividida en J trozos de post-estratos, U}, ...,Ué de tamarfios poblacionales NJ, ...,NU{ y con

medias ¥}, ...,7/, donde Y] = Yicwi Yui/NJ, j=1,..,], véase el Gréfico 3. En este gréafico y en lo
d

siguiente, por simplicidad, nos referimos a los post-estratos como estratos.
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Gréfico 3
Poblacién dividida en 4 post-estratos y area d

Aread

Estratol Estrato 3 Estrato &4

Fuente: Elaboracién propia.

Dado que las medias son indicadores aditivos, podemos descomponerlas en sumas para los J
estratos, de la forma

1 Ng 1 J
Ng 4 Ng 4
i=1 j=1

Se asume que los individuos dentro de cada estrato se comportan de forma homogénea,
independientemente del area al que pertenecen; mas concretamente, se asume

V=1, j=1,.,] (12)

donde ¥/ = ¥;ci Yai /N’ es la media del estrato j. Entonces, podemos aprovechar esta homogeneidad
dentro de los estratos para estimar la media de cada area estimando las medias de los estratos (que deben
tener tamafios muestrales grandes). Es decir, sustituyendo (12) en (11), resulta

]
1 o
Y, = —Z NJ V. (13)
Ng £
]:

El estimador post-estratificado sintético (PS-SYN) de Y, se obtiene estimando las medias de cada
estrato en (13) mediante los estimadores de Hajek, es decir,

J
= 1 i = .
Y;S—SYN — N E Né Y]'HA.
d].:1

Se considera que el nimero de estratos J es pequefio, y que éstos tienen suficiente muestra. Por
tanto, los estimadores directos Y/*#4 de las medias en los estratos Y/ tienen varianza pequefia. Esto
significa que, al estimar la media para el area d a través de los estimadores para los estratos, Y74, la
varianza también es pequefia. Asi, se aprovecha la homogeneidad dentro de cada estrato para mejorar la
eficiencia del estimador para el area d usando todos los datos de la muestra. Sin embargo, la hipétesis de
homogeneidad dentro de cada uno de los estratos (12) es poco realista y por tanto el estimador
post-estratificado sintético puede tener un sesgo considerable.
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Dado que el sesgo de estos estimadores no es despreciable, en lugar de su varianza, la cual puede
dar una imagen equivocada de la calidad del estimador, es de interés obtener su error cuadratico medio
(ECM), que refleja ambas cosas. Para estimadores sintéticos generales, un estimador del ECM bajo el
disefio viene dado por

MSEL(77™) = (73" — TPRY2 — va, (7',

véase Rao y Molina (2015), p.44, eq. (3.2.16). Este estimador es muy inestable pues depende del estimador
directo del area correspondiente. Se han propuesto estimadores del ECM mas estables basandose en la
idea de promediar para todas las areas, pero los estimadores resultantes no son especificos para cada area;
es decir, se daria el mismo valor de ECM para todas las areas. No se conocen estimadores del ECM para
los estimadores sintéticos que sean al mismo tiempo estables y especificos para cada area. Este es un
inconveniente de estos estimadores.

Si deseamos utilizar el estimador PS-SYN para un indicador FGT, gracias a la aditividad de estos
indicadores, en principio seria posible. Sin embargo, el estimador estaria basado en la hip6tesis (poco
realista) de que el indicador FGT se mantiene constante dentro de los estratos, es decir

Fl,=F, j=1,..],

siendo F; el indicador FGT en el estrato j. Por tanto, este estimador seria mas (til para estimar medias o
totales de una variable continua.

Resumen sobre estos estimadores:

Indicadores objetivo: medias/totales de la variable de interés
Requerimientos de datos:
e Pesos muestrales wy; para todos los individuos de la muestra.

e Tamafio poblacional del area, N4, y tamafios poblacionales de las intersecciones estrato-area,
J o
NJj=1,..].

e Una variable cualitativa (0 una combinacion de varias) observada en la misma encuesta que la
variable de interés y relacionada con ésta.

Ventajas:
e Si los estratos tienen suficientes observaciones en la muestra, se puede disminuir
considerablemente la varianza en comparacion con un estimador directo.

Desventajas:
¢ La hipo6tesis de homogeneidad considerada para las variables Y,; es poco realista en la practica.
Si esta no se verifica, los estimadores resultantes pueden tener un sesgo considerable, y por tanto
no reflejar la realidad. Ademds, al estimar los errores de muestreo se obtendran valores
pequefios. Sin embargo, raramente es posible estimar adecuadamente el sesgo. Por tanto, a falta
de estimaciones correctas del sesgo, los estimadores pueden aparentar ser de buena calidad,
siendo esto dificilmente cierto.

¢ No es facil encontrar estimadores estables del ECM bajo el disefio.

Ejemplo 3. Estimadores post-estratificados sintéticos de incidencias de pobreza con R.
Continuando el Ejemplo 2, ilustramos ahora como calcular los estimadores post-estratificados sintéticos de las
incidencias de pobreza para las provincias usando los niveles educativos (variable educ) como post-estratos.

En el Ejemplo 2 habiamos cargado los tamafios poblacionales de las provincias por cada nivel
educativo (conjunto de datos sizeprovedu). Dichos tamafios deben estar en un objeto de tipo data frame,
donde los nombres de las columnas deben coincidir con los cddigos utilizados para las categorias de la
variable post-estrato (educ). Por tanto, afiadimos los nombres de las columnas al data frame con los
tamafios poblacionales. Después, llamamos a la funcion pssynt(), que calcula los estimadores
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post-estratificados para las incidencias de pobreza (medias de la variable poor) usando la variable educ
y guardamos los valores estimados:

colnames(sizeprovedu) <- c("provlab","prov","0","1","2","3")
povinc.psedu.res<-pssynt(y=poor,sweight=weight,ps=educ,domsizebyps=sizeprovedul[,-1])
povinc.psedu<-povinc.psedu.resSPsSynthetic

Finalmente, comparamos graficamente los resultados con los obtenidos mediante los estimadores
directos HT y GREG para cada provincia:

o<-order(nd)

M<-max(povinc.psedu,povinc.dir,povinc.greg)
m<-min(povinc.psedu,povinc.dir,povinc.greg)

k<-6

plot(1:D,povinc.dir[o],type="n",ylim=c(m,M+(M-m)/k),
xlab="Province",ylab="Estimator",xaxt="n")
points(1:D,povinc.dir[o],type="b",col=1,Ity=1,pch=1,lwd=2)
points(1:D,povinc.greg[o],type="b",col=3,lty=3,pch=3,lwd=2)
points(1:D,povinc.psedulo],type="b",col=2,Ity=2,pch=2,lwd=2)
axis(1, at=1:D, labels=nd[o])
legend(1,M+(M-m)/k,legend=c("HT","GREG","PS-SYN"),ncol=3,
col=c(1,3,2),lwd=rep(2,3), Ity=c(1,3,2),pch=c(1,3,2))

Los resultados se muestran en el Grafico 4. Podemos ver que los estimadores post-estratificados
sintéticos son demasiado similares para todas las provincias, ya que asumen homogeneidad para todos los
individuos del mismo nivel educativo, independientemente de la provincia a la que pertenecen. Esta
hipotesis es dificilmente cierta.

Gréfico 4
Estimaciones HT, GREG y PS-SYN de las incidencias de pobreza para cada provincia
(En proporciones)

== HT. -+- GREG —& PS-SYN

05
|

Estimator
03 04

02

0.1

TTTTTT T T I T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T I T T T I T T TTTTTT
20 72 104 130 173 218 275 381 482 539 803

Province

Fuente: Elaboracién propia.
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B. Estimador sintético de regresion a nivel de area

Los estimadores sintéticos de regresion asumen un modelo de regresion lineal que se puede plantear, bien
a nivel de area o bien a nivel de individuo, dependiendo de la informacion auxiliar disponible.
Comenzamos considerando que Gnicamente se posee informacion auxiliar a nivel de area. Llamamos x,
al vector disponible de p variables auxiliares a nivel de area (e.g., el vector de medias X, de p variables
auxiliares). Se asume que el indicador que se desea estimar 5, (e.g., la media del area, 6, = Y,;) varia
respecto de estos datos agregados x; de forma constante para todas las areas, seguin un modelo de regresion
lineal. Dado que los verdaderos valores del indicador en las &reas no estan disponibles (son los pardmetros
objetivo), en lugar de éstos, se consideran estimadores directos 8,4, d = 1, ..., D. Asi, el modelo a nivel de
area asume

8(1 = xd’a + Ed» d= 1,..,D, (14)

donde los términos de error ; se asumen independientes, con esperanza cero y varianza i, conocida,
d =1,...,D. Obsérvese que, dado que x es el valor paoblacional y por tanto tiene varianza cero, y; €s la
varianza del estimador directo &, es decir, 1, = var(8,). En la practica, estas varianzas se estiman con
los microdatos de la encuesta. El estimador sintético de regresién (REG1-SYN) para el indicador del area
d viene entonces dado por la prediccion del indicador a través del modelo, es decir, si @ =
R w7t xaxy) 3D _ 71 x464 es el estimador de a obtenido por minimos cuadrados ponderados,
el estimador REG1-SYN de 6, viene dado por

6‘}12E61—SYN — xdla'

En el modelo (14), &, es el error debido a que utilizamos un estimador directo §; en lugar del
verdadero valor del indicador 8,4, ya que éste es desconocido, y se esta asumiendo que el verdadero valor
6,4 es exactamente igual al término de la regresién, §; = x4’ &, sin dejar ningun grado de heterogeneidad
a los indicadores de las distintas areas en cuanto a esta regresion. Este tipo de modelos que, al igual que
(14), no incorporan efectos de las areas representando dicha heterogeneidad, se denominan “modelos
sintéticos”. De hecho, el sesgo bajo el disefio de §XE1~SYN para a conocido, viene dado por x,"a — &4,
gue no depende del tamafio muestral del rea n,; por tanto, este sesgo no disminuye al aumentar el tamafio
muestral del area.

Una ventaja de los estimadores basados en modelos es que permiten estimar en &areas no
muestreadas; es decir, con tamafio muestral igual a cero, si se dispone de la correspondiente informacion
auxiliar. Para un area d con ng; = 0, si disponemos de x;, entonces el estimador sintético de 6, es
igualmente §§EC1=SYN = x '@

Para estimar el indicador de pobreza FGT de orden a, §,; = F,4, mediante este procedimiento,
necesitamos variables auxiliares a nivel de area que verifiquen el modelo a nivel de area

Foa=xa+¢e;, d=1,..,D, (15)

siendo Y, = var(F,4), d = 1, ..., D conocidas. Asi, el estimador sintético de regresion para el indicador
FGT enel drea d, F,q4, viene dado por

ﬁvggGl—SYN — xd’&,
donde, en este caso, @ = (X5, Y7 xgxs ) XL w7t xqFpq.

El modelo (14) asumido por el estimador REG1-SYN enlaza todas las areas a través del parametro
de regresién comin a. Al estimar este pardmetro comdn con los estimadores directos 8, de todas las reas,
se obtiene un estimador con varianza mucho mas pequefia que para el estimador directo. Sin embargo, este
modelo no incorpora heterogeneidad entre las areas, aparte de la heterogeneidad explicada (o debida) a las
variables auxiliares consideradas. En la practica, dificilmente se cuenta con datos de todas las variables
auxiliares que explican completamente la heterogeneidad de los indicadores &, en las areas en las que se
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desea estimar. Por tanto, el modelo sintético (14) puede no representar muchos de los casos que aparecen
en la préctica, proporcionando estimadores sesgados en estos casos. Ademas, obsérvese que, en el caso
mas favorable de conocer el verdadero modelo (y el verdadero valor de &), el estimador REG1-SYN seria
x4 a, con lo cual no se estarian utilizando los datos de la variable de interés para esa area obtenidos de la
encuesta. Asi, esto podria considerarse un desperdicio para las areas de tamafio muestral grande. Ademas,
el estimador obtenido puede diferir mucho del estimador directo, que seria fiable para estas areas. Este es
un gran inconveniente de los estimadores (o los modelos) sintéticos. Por otro lado, como se ha comentado
en la introduccidn, al ser estimadores potencialmente sesgados bajo el disefio, su calidad deberia ser
evaluada en términos de ECM en lugar de varianza (que sera pequefia induciendo errbneamente a pensar
que el estimador tiene calidad); sin embargo, no se conocen estimadores del ECM bajo el disefio que sean
estables y al mismo tiempo distintos para cada area.

Resumen de estos estimadores:

Indicadores objetivo: pardmetros generales.
Requerimientos de datos:
e Datos agregados (e.g. medias poblacionales) de las p variables auxiliares consideradas en las
areas, x4, d =1,...,D.

Ventajas:
e Puede disminuir considerablemente la varianza en comparacion con un estimador directo.

e Se puede estimar en areas no muestreadas.

Desventajas:
e EIl modelo de regresion sintético considerado no representa los casos en los que no se dispone
de todas las variables auxiliares que expliquen la heterogeneidad entre las areas. Por tanto, en
estos casos, los estimadores resultantes pueden tener un sesgo sustancial.

e Es necesario analizar concienzudamente el modelo (e.g. a través de los residuos), pues el sesgo
de estos estimadores depende de la bondad de ajuste de dicho modelo. Especialmente, es de gran
importancia contrastar si existe efecto del area, ya que este modelo no lo considera.

e Si se conoce el modelo, no se usarian los datos de la variable de interés para esa area.
¢ No tiende al estimador directo cuando aumenta el tamafio muestral.

e No se conocen estimadores del ECM bajo el disefio que sean estables y al mismo tiempo
distintos para cada area.

e Requieren un reajuste para verificar la propiedad “benchmarking” de que la suma de los totales
estimados en las areas de una region mayor coincida con el estimador directo para dicha region.

C. Estimador sintético de regresion a nivel de individuo

Consideramos ahora que se dispone de datos a nivel de individuo (o microdatos) de las p variables
auxiliares en la encuesta, x4;, i € s4, d = 1, ..., D. En este caso, se puede obtener un estimador sintético
de regresion para el indicador de interés asumiendo un modelo de regresion lineal a nivel de individuo
paraYy;. Llamamos y; = (Y41, ..., Yan,)" al vector de valores de la variable en cuestion para los individuos
del &rea d. El indicador a estimar en el &rea d es una funcion de este vector, es decir, §; = 84(y4)- El
modelo de regresién sintético basico considera que las variables Y;; para todos los individuos de la
poblacién siguen el modelo de regresion lineal

Ydi = xdilﬁ + Edir i=1, ...,Nd,d =1,..,D, (16)

donde los errores &4; son independientes, con esperanza cero y varianza o2k2;, donde k4; son constantes
conocidas que representan la posible heteroscedasticidad en el modelo (k,;; = 1 paratodo iy d si no existe
heteroscedasticidad). Estimando B mediante el estimador por minimos cuadrados ponderados
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B = (Xh-1Yies, Qai XaiXai') " Xh-1 Yies, Aai Xai¥ai, Siendo agy; = kg7, obtenemos predicciones, a
través del modelo, para cada individuo del area, ¥;; = x4;'B, i = 1, ..., N4. El vector de predicciones para
el area d es entonces y,; = (Yyq, ..., ?de)’. Usando este vector en lugar de y, para calcular el indicador,
obtenemos el estimador sintético de regresion de &, es decir

54527 = 54(a)-

Por ejemplo, para la media del area d, 6, = Y, si X es el vector de medias poblacionales de las p
variables auxiliares consideradas en esa area, el estimador sintético basado en el modelo (16) seria

OREG2—-SYN _ ¥ 'p
Yy =X, B.

Para un &rea no muestreada, este estimador se obtiene de la misma forma. Para 8 conocido, el sesgo

bajo el disefio del estimador de la media es Xd'ﬁ — Y, que no depende del tamafio muestral del area ng;
por tanto, este sesgo no disminuye al aumentar el tamafio muestral.

De nuevo, si quisieramos estimar los indicadores FGT de pobreza, deberiamos encontrar variables
x4; linealmente relacionadas con F, 4;; es decir, que verificasen el modelo

Fa,di = xdi’[i’ + Edir i = 1, ...,Nd,d = 1, ,D (17)

Sin embargo, encontrar variables linealmente relacionadas con F,, 4; es poco habitual en la practica.
Seria mas conveniente asumir el modelo para las variables de interés, es decir, las variables utilizadas para
medir el poder adquisitivo, E4; 0, mejor, para una transformacion biyectiva de éstas, T(Ey;), ya que Ey;
suelen tener una distribucion muy asimétrica y por tanto un modelo lineal para estas variables no seria
muy adecuado. En la practica, es muy comun utilizar la transformacién logaritmo; es decir, se tomaria
Y4 = log (E4; + ¢) como variable respuesta en el modelo, siendo ¢ > 0 una constante positiva que hace
la distribucién de Y,; aproximadamente normal. Esta constante se puede determinar ajustando el modelo
para una secuencia de valores de c en el rango de E4;, y tomar el valor de ¢ para el cual una medida de
asimetria de los residuos del modelo (e.g., el coeficiente de asimetria de Pearson) esta lo mas cercano
posible a cero.

Al igual que en el caso de los anteriores estimadores sintéticos, si no se dispone de todas las variables
auxiliares que explican la heterogeneidad de Y,; en las areas; es decir, el modelo sintético que se asume
no se verifica, entonces estos estimadores seran sesgados. Sin embargo, su varianza sera pequefia ya que
el coeficiente de la regresion se estima usando la muestra completa, que suele ser grande. Por tanto, el
estimador sintético de regresion tendra un error de muestreo pequefio. Estos estimadores requieren un
estudio de la bondad de ajuste del modelo asumido para evitar grandes sesgos. De nuevo, en el mejor caso,
si conociéramos exactamente el modelo, estos estimadores usarian solamente los datos de las variables
auxiliares y no los datos de la variable de interés observados en el area en cuestién, y no se acercan a los
estimadores directos para las areas con suficiente tamafio muestral. Ademas, no se conocen estimadores
fiables del ECM bajo el disefio que sean distintos para cada area.

Resumen de estos estimadores:
Indicadores objetivo: parametros generales.

Requerimientos de datos:

e Observaciones muestrales de las p variables auxiliares relacionadas con la variable de
interés, obtenidas de la misma encuesta donde se obtienen los datos de la variable de
interés.

e Para indicadores tipo medias/totales de la variable respuesta considerada en el modelo,
medias/totales poblacionales de las p variables auxiliares consideradas en las areas, X,
d =1,..,D. Para indicadores no lineales en las variables respuesta del modelo, se
necesitan los valores de las p variables auxiliares para todos los individuos (microdatos)
deesaédrea, {x4;; i=1,..,N;,d=1,..,D}.
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Ventajas:
e Puede reducir considerablemente la varianza de los estimadores directos y de los estimadores
obtenidos a partir de un modelo a nivel de area.

e Se puede estimar en areas no muestreadas.

Desventajas:
e El modelo de regresidn sintético considerado no representa los casos en los que no se dispone
de todas las variables auxiliares que expliquen la heterogeneidad entre las areas. Por tanto, en
estos casos, los estimadores resultantes pueden tener un sesgo sustancial.

e Es necesario analizar concienzudamente el modelo (e.g. a través de los residuos), pues el sesgo
de estos estimadores depende de la bondad de ajuste de dicho modelo. Especialmente, es de gran
importancia contrastar si existe efecto del area, ya que este modelo no lo considera.

e Si se conociera exactamente el modelo, no usarian los datos de la variable de interés para esa
area.

e No tiende al estimador directo cuando aumenta el tamafio muestral.

e No se conocen estimadores del ECM bajo el disefio que sean estables y al mismo tiempo
distintos para cada area.

e Requieren un reajuste para verificar la propiedad “benchmarking” de que la suma de los totales
estimados en las areas de una region mayor coincida con el estimador directo para dicha region.

D. Estimadores compuestos

Como se ha comentado en capitulos anteriores, los estimadores directos son (al menos aproximadamente)
insesgados bajo el disefio muestral, pero pueden poseer una varianza grande para las areas de tamarios
muestrales pequefios. Por otro lado, los estimadores sintéticos tienen varianza pequefia, pero pueden ser
considerablemente sesgados bajo el disefio. Los estimadores compuestos nacen con el objeto de disminuir
la varianza del estimador directo a cambio de una porcion del sesgo de un estimador sintético. Se pretende
al mismo tiempo aumentar la eficiencia del estimador directo y reducir el sesgo del estimador sintético.

Sea YP'R un estimador directo genérico de ¥, y ¥V un estimador sintético. Un estimador compuesto de

Y, tiene la forma
§ = ¢aVPR+ (1 - )V, 0<a<1.

El peso ¢, otorgado al estimador directo se puede establecer, bien de forma semi-Gptima
minimizando una aproximacion del error cuadratico medio (ECM) bajo el disefio muestral o fijandolo de
forma arbitraria. Drew, Singh y Choudhry (1982) propusieron un peso ¢, que depende del tamafio
muestral del &rea, dando lugar al estimador dependiente del tamafio muestral (en inglés, sample-size
dependent, SSD). Tomando un valor § > 0 preestablecido (por defecto se puede tomar 1), el peso
propuesto tiene la forma

b = 1, si Ng = 6Ng;
T \N,/(8Ny), si Ny < SNy,

donde N = Yies . Wai- Para comprender la idea intuitiva de este estimador, obsérvese que, bajo muestreo
aleatorio simple (MAS) en la poblacion (en ese caso el tamafio del area n, es aleatorio), se obtiene

_ N Ng
Ba= ) wa= ) =N

[P i€sq

y como N, es insesgado, su esperanza bajo el disefio es igual a NE,(ng)/n = Ny, con lo cual E,(ng) =
nN; /N y por tanto el peso resulta ser
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_ 1 si Ng = 6E7'[(nd);
¢d - {nd/{6En(nd)} si ng < 6E71:(nd)'

Si fijamos & = 1, entonces el estimador SSD le da peso 1 al estimador directo cuando el tamafio
muestral del area es mayor o igual al tamafio muestral esperado, y le da un peso menor que 1 en caso
contrario. Sin embargo, un area determinada puede tener tamafio muestral n; pequefio, pero éste puede
superar el tamafio esperado, con lo cual se le daria peso 1 al estimador directo y por lo tanto no habria
mejora de eficiencia respecto al estimador directo.

El estimador SSD se utiliz6 en la Encuesta de Poblacion Activa de Canada para obtener estimadores
para las secciones censales tomando § = 2/3, véase Drew, Singh y Choudhry (1982). Sin embargo, para
la mayoria de las areas consideradas, el peso del estimador directo resulto ser ¢, = 1; para unas pocas, el
peso fue ¢4 = 0.9, pero en ningun caso se obtuvo un peso menor que 0.8. Por tanto, la ganancia en
eficiencia respecto del estimador directo fue muy limitada. Al igual que en esta aplicacién, el problema de
este estimador es que suele dar un peso cercano a 1 a los estimadores directos aunque el tamafio muestral
del &rea sea pequefio, no habiendo mejora de eficiencia respecto del estimador directo. Ademas, el peso
¢4 no tiene en cuenta si las areas son muy o poco homogéneas en el sentido de satisfacer el modelo
considerado por el estimador sintético. Por tanto, es independiente de la calidad del estimador sintético (o
de la bondad de ajuste del modelo sintético) para cada area. Por tanto, estos estimadores se pueden
considerar demasiado simples como para conllevar una mejora perceptible de eficiencia respecto a los
estimadores directos.

Como se ha mencionado, es posible obtener estimadores compuestos aproximadamente 6ptimos
respecto al disefio muestral, tomando el peso ¢4 que minimiza (aproximadamente) el ECM bajo el disefio

del estimador compuesto, MSE,T(?dC). Considerando que la covarianza entre el estimador directo y el
sintético es despreciable, y minimizando

MSEy (V) ~ pivary (V%) + (1 — ¢a)MSE (V™)
se obtiene el peso 6ptimo
pa = MSE, (V") /{vary ('%) + MSE (7))}, (18)
Un estimador de MSE,,(Y5YV) es
MSE,(¥{"™) = (73" — ¥2'")? — var, (79'"),
véase Rao y Molina (2015, p.44). Reemplazando este estimador en el peso éptimo ¢ dado en (18),
obtenemos un estimador de este peso 6ptimo, dado por
a = MSEL (1™ /(T3 = Y2'™)? = 1 — var ('R /(75" — TP'™)2.

Podemos ver que este peso depende del estimador directo 17,7?”?, gue es muy volatil. Esto significa
que el peso Gptimo estimado ¢;; también es muy volatil. Se puede obtener un peso estimado més estable
promediando para todas las areas, de la forma

D D
$* — mn (Y[SYN)/Z(Y}SYN _ Y_'[DIR)Z
£=1 £=1
D D
=1— Z V/a\rn (Y{DIR)/Z( Y{)SYN _ Y_'[DIR)Z}
£=1 £=1

El peso resultante, ¢*, es muy estable, pero no depende del &rea d; es decir, es constante para todas
las areas, sin depender siquiera de su tamafio muestral. Probablemente por estos inconvenientes, los
estimadores compuestos optimos son menos utilizados en la practica que los “basados en modelos” que
veremos en el siguiente capitulo.
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Los estimadores compuestos son interesantes debido al compromiso que se pretende conseguir
entre sesgo y varianza. Sin embargo, veremos en los capitulos siguientes que se pueden obtener
estimadores compuestos con mayor eficiencia que los estimadores directos a partir de modelos de
regresion que tienen en cuenta heterogeneidad entre las areas. Estos estimadores compuestos seran
Optimos respecto a la distribucion de probabilidad inducida por el modelo asumido, y por este motivo se
denominan estimadores “basados en modelos”. En estos estimadores, los pesos dependen del tamafio
muestral del area y de la bondad de ajuste del modelo sintético, dando mayor peso a los estimadores
directos cuando el modelo sintético es pobre (variables auxiliares poco informativas o areas muy
heterogéneas) o cuando el tamafio muestral del &rea es grande, y dando mayor peso al estimador sintético
a medida que disminuye el tamafio muestral o que el modelo tenga més potencia predictiva. Por tanto, los
estimadores basados en modelos dominan a estos estimadores compuestos simples.

A continuacion resumimos las caracteristicas del estimador SSD, como el representante mas comun
de los estimadores compuestos:

Indicadores objetivo: parametros aditivos.
Requerimientos de datos:
e Pesos muestrales wy; para los individuos de la muestra en el &rea d.

e Tamafio poblacional del area, N, si se usa el estimador de HT de la media o el estimador de
Hajek del total.

Ventajas:
e Estan disefiados para reducir al mismo tiempo el sesgo del estimador sintético y la varianza del
estimador directo. No pueden tener peor eficiencia que el estimador directo ni mayor sesgo que
el estimador sintético.

Desventajas:
e Para un area de tamafio muestral pequefio, mientras este tamafio no sea inferior al tamafio
muestral esperado, no se toma prestada informacion de las demas areas a través del estimador
sintético. Por tanto, no se ganaré eficiencia respecto del estimador directo considerado.

e El peso que se da al estimador sintético no depende de lo bien explicada que esté la variable de
interés por las variables auxiliares; es decir, no depende de la bondad de ajuste del modelo.

¢ No se pueden calcular para areas 0 dominios no muestreados; es decir, con tamafio muestral n
igual a cero.

e No se conocen estimadores estables del ECM bajo el disefio que al mismo tiempo sean distintos
para cada area.

e Requieren un reajuste para verificar la propiedad “benchmarking”: que la suma de los totales
estimados en las areas de una region mayor coincida con el estimador directo para dicha region.

Ejemplo 4. Estimadores compuestos de incidencias de pobreza, con R. Continuando los ejemplos
anteriores, ilustramos ahora coémo obtener estimadores compuestos SSD de las incidencias de pobreza
para las provincias, usando los estimadores directos HT obtenidos en el Ejemplo 1 y los post-
estratificados sintéticos obtenidos en el Ejemplo 3. Para ello, llamamos a la funcién ssd() usando el
valor por defecto del pardmetro delta (delta=1) y guardamos los resultados:

povinc.ssd.res<-ssd(dom=prov,sweight=weight,domsize=sizeprov],c(2,3)],
direct=povinc.dir.res[,c("Domain","Direct")],synthetic=povinc.psedu.res)
povinc.ssd<-povinc.ssd.resSssd

Analizamos el peso que otorga el estimador SSD al estimador directo para cada provincia mediante
un resumen descriptivo de estos pesos:

summary(povinc.ssd.ressCompWeight)
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El resultado es:
Min. 1lst Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.4846 0.8800 0.9779 0.9224 1.0000 1.0000

Podemos ver que se le da peso igual a uno a los estimadores directos para al menos un cuarto de las
provincias. En esas provincias concretas, no se esta tomando informacion prestada de las demas. Por otro
lado, en este estimador dicho peso no depende de la variable de interés. Si estimamos, por ejemplo, los
ingresos medios, obtenemos exactamente los mismos pesos. Efectivamente, si comparamos graficamente
las estimaciones SSD con las directas HT y las post-estratificadas sintéticas (Grafico 5), podemos ver que
se parecen en gran medida a las estimaciones directas HT. En este grafico, las provincias (en el eje ) se
ordenan de menor a mayor tamafio muestral, y se indican sus tamafios muestrales en las etiquetas del eje:

o<-order(nd)

k<-2

M<-max(povinc.psedu,povinc.dir,povinc.ssd)
m<-min(povinc.psedu,povinc.dir,povinc.ssd)
plot(1:D,povinc.dir[o],type="n",ylim=c(m,M+(M-m)/k),xlab="Province",

ylab="Estimator",xaxt="n")
points(1:D,povinc.dir[o],type="b",col=1,Ity=1,pch=1,lwd=2)
points(1:D,povinc.greg[o],type="b",col=3,Ity=3,pch=3,lwd=2)
points(1:D,povinc.ssd[o],type="b",col=4,lty=4,pch=4,lwd=2)
points(1:D,povinc.psedulo],type="b",col=2,Ity=2,pch=2,lwd=2)
axis(1, at=1:D, labels=nd[o])
legend(1,M+(M-m)/k,legend=c("HT","GREG","SSD","PS-SYN"),ncol=4,col=c(1,3,4,2),
lwd=rep(2,3),Ity=c(1,3,4,2),pch=c(1,3,4,2))

Grafico 5
Estimaciones HT, PS-SYN y SSD de las incidencias de pobreza para cada provincia
(En proporciones)
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Fuente: Elaboracién propia.
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V. Métodos indirectos basados en modelos

Los estimadores en areas pequefias basados en modelos entran dentro del grupo de los estimadores
indirectos ya que toman prestada informacion de otras areas. No obstante, son algo mas sofisticados que
los estimadores indirectos basicos estudiados en el capitulo 1V, en el sentido de que incorporan
heterogeneidad entre areas no explicada por las variables auxiliares consideradas. Esto se realiza
incorporando en el modelo de regresién considerado efectos aleatorios aditivos de las areas. Veremos que
estos efectos aleatorios proporcionan una muy buena propiedad a los estimadores basados en modelos
lineales, y es que se pueden escribir como estimadores compuestos que tienden a un estimador directo en
las &reas con suficiente tamafio muestral. Disponer de todas las variables que expliquen completamente la
heterogeneidad entre areas de nuestra variable de interés va a ocurrir en escasas ocasiones. Por tanto, estos
modelos son sensiblemente mas realistas que los modelos sintéticos, lo cual se traduce en estimadores con
menor sesgo bajo el disefio muestral.

A. EBLUP basado en el modelo Fay-Herriot

El modelo Fay-Herriot (FH) es un modelo a nivel de area muy popular que fue introducido por Fay y
Herriot (1979) para estimar los ingresos per capita en areas pequefias de EE. UU. Este modelo se utiliza
actualmente por la Oficina del Censo de EE. UU. (U.S. Census Bureau) dentro del programa “Small Area
Income and Poverty Estimates (SAIPE)”, para estimar proporciones de nifios pobres en edad escolar en
condados y distritos escolares, para mas detalles véase Bell (1997) o http://www.census.gov/
hhes/wwwi/saipe. Este modelo también ha sido utilizado en Chile para estimar las tasas de incidencia de
pobreza en las comunas chilenas, véase Casas-Cordero Valencia, Encinay Lahiri (2015), y en Espafa para
estimar la incidencia y la brecha de pobreza en las provincias por género, véase Molina y Morales (2009).

Este modelo enlaza los indicadores de interés para todas las areas 8,4, d = 1, ..., D, asumiendo que
éstos varian respecto de un vector con valores de p variables auxiliares x, de forma constante para todas
las areas, siguiento el modelo de regresion lineal

6d = xd,ﬁ + Ug, d= 1, ...,D, (19)

donde B es el vector de coeficientes comin a todas las &reas y u, es el término de error de la regresion,
diferente para cada area, también conocido como efecto aleatorio del area d. Estos efectos aleatorios u,
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representan la heterogeneidad de los indicadores 8, a través de las areas, no debida a (o no explicada por)
las variables auxiliares consideradas. En el modelo mas simple, se asume que dichos efectos aleatorios u
son independientes e idénticamente distribuidos (iid), con varianza comin ¢ desconocida; denotamos
esto por ug ~44(0,02).

Dado que los verdaderos valores de los indicadores &, no son observables, el modelo (19) no se
puede ajustar. Usando un estimador directo 62’ de &,, debemos tener en cuenta que este estimador tiene
un error debido al muestreo. El modelo FH considera que este estimador directo §5'F es insesgado bajo el
disefio. En este caso, podemos representar el error debido al muestreo de este estimador mediante el modelo:

SPIR=6,4+e, d=1,..,D, (20)

donde e, es el error de muestreo en el area d. Se asume que los errores de muestreo e,; son independientes
entre si y también son independientes de los efectos aleatorios de las areas, uy, tienen media cero y
varianzas conocidas 1, es decir, ey ~4(0,,4). En la practica, dichas varianzas, 4 = var,(§5'%|8,),
d =1,...,D, se estiman con los microdatos de la encuesta. Combinando los modelos (19) y (20), se obtiene
el modelo lineal mixto dado por

PR = xy/B+uy+eq d=1,..,D. (21)

Calculando por medio del método de multiplicadores de Lagrange el estimador lineal en los datos
SPIR d=1,..,D, que es insesgado bajo el modelo (21) y que minimiza el ECM bajo el modelo,
obtenemos el mejor predictor lineal insesgado (en inglés, best linear unbiased predictor, BLUP) de §; =
x4'B + uy. El estimador resultante se obtiene simplemente ajustando el modelo mixto (21); es decir, el
BLUP bajo el modelo FH de §,; viene dado por

S‘I;H = xdlﬁ + ﬁd, (22)

donde iy = y4(81'% — x4'B) es el BLUP de uy, siendo v, = 02/(c2 +14) y donde B es el estimador
de minimos cuadrados ponderados de B bajo el modelo (21), dado por

D -1 p
E = (2 Ya xdxd'> Eyd xdggm_
d=1 d=1

Obsérvese que, sustituyendo iz = y4(652™F — x4'B) en el BLUP bajo el modelo FH dado en (22),
podemos expresar el BLUP como una combinacion lineal convexa del estimador directo y del estimador
sintético de regresion, es decir,

SIT =y80R + (1 —ya)x4'B, (23)

con un peso para el estimador directo dado por y4 = 02/(02 + ) € (0,1). Este peso depende del
tamafio muestral del &rea a través de la varianza v, del estimador directo y de la bondad de ajuste del
modelo sintético medido por ¢ (en otras palabras, la heterogeneidad no explicada entre las areas). Por
tanto, para un area d en la que el estimador directo §7'F sea eficiente debido a disponer de suficiente
tamafio muestral; es decir, con una varianza muestral 1, pequefia comparada con la heterogeneidad no
explicada o2, y4 = 02 /(02 +14) es cercano a uno y por tanto 55 le da mas peso al estimador directo.
Por otro lado, en las areas d en las que el estimador directo carece de calidad debido al pequefio tamafio
muestral, donde su varianza muestral 1, sea mayor que la heterogeneidad no explicada o2, entonces y,
se acerca a cero y por tanto se le da mas peso al estimador sintético de regresién x,'B, el cual utiliza los
datos de todas las &reas para estimar el pardmetro comdn B. Es decir, este estimador toma prestada
informacion de las otras 4reas a través del estimador sintético de regresion x,'B en la medida en que es
necesario, dependiendo de la eficiencia del estimador directo.

Ademas, el hecho de que el BLUP §5# se acerque al estimador directo cuando el tamafio muestral
del area es grande (v, pequefia) es una propiedad muy deseable, pues no necesitamos saber cuando un
area es lo suficientemente “pequefia” para utilizar este estimador en lugar del estimador directo, ya que
tiende al estimador directo cuando el tamafio muestral crece, y al mismo tiempo mejora al estimador
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directo en las areas con tamafio muestral pequefio. Por tanto, en principio este estimador se puede utilizar
para todas las areas mientras exista alguna “pequefia” (si no existiera ninguna, no seria necesario utilizarlo).

El BLUP de &, depende del verdadero valor de la varianza o2 de los efectos aleatorios u,. En la
practica, esta varianza es desconocida y debemos estimarla. Métodos habituales de estimacion son maxima
verosimilitud (en inglés, maximum likelihood, ML) y méaxima verosimilitud restringida o residual (en
inglés, restricted/residual ML, REML). El método REML corrige el estimador ML de la varianza 2 por
los grados de libertad debidos a estimar los coeficientes de la regresion B y proporciona por tanto un
estimador menos sesgado para tamafio muestral finito n. Un método de ajuste basado en momentos, que
no necesita una distribucién paramétrica para obtener la verosimilitud, es el método propuesto por Fay y
Herriot (1979), que llamamos método FH. Sea 62 un estimador consistente de o;2, como los obtenidos por
dichos métodos. Reemplazando o por 6 en (22), obtenemos el BLUP empirico (en inglés, empirical
BLUP, EBLUP) de 6,4,

SIH = 9,608 + (1 — 72)x4'B, (24)

donde 74 = 62/(62 +¥a) Y B = (81 Pa Xaxa' ) L TE_, 74 x482'R. En este documento, para resumir,
llamaremos estimador FH al EBLUP basado en el modelo FH dado en (24).

Si los parametros del modelo By a2 son conocidos, el ECM del BLUP, §5#, basado en el modelo
(21) viene dado por

MSE(5") = vapa < $a = varg(87'R|6,).

Por tanto, dado el verdadero valor del indicador 84, si g2 y B son conocidos, el BLUP bajo el
modelo FH, 5§77, no puede ser menos eficiente que el estimador directo. En la practica, o2 y B son
estimados y el error debido a la estimacién de estos dos parametros se afiade al ECM del estimador FH.
Sin embargo, estos dos términos que se afiaden al ECM tienden a cero cuando el nimero de areas D tiende
a infinito. Por tanto, para un ndmero de areas D suficiente, es probable que el estimador FH todavia mejore
al estimador directo en cuanto a ECM. Por este motivo, estos estimadores suelen mejorar en la mayoria
de las &reas mientras exista un nimero de areas suficiente. Sin embargo, las ganancias en eficiencia pueden
ser pequefias si el nimero de areas no es lo suficientemente grande. Los modelos a nivel de unidad, basados
en el tamafio muestral total n, pueden ganar mucha mas eficiencia que los modelos a nivel de area, mientras
existan variables auxiliares a nivel de individuo que sean suficientemente informativas sobre la variable
respuesta. Sin embargo, una ventaja del estimador FH dado en (24) es que usa los pesos del disefio muestral
a través del estimador directo y es consistente bajo el disefio cuando el tamafio muestral del area n, crece,
mientras el peso del estimador directo es y,; > 0. Ademas, su sesgo absoluto bajo el disefio viene dado por

(1 —va)|6q — x4’ Bl < 164 — x4' B,

con lo cual, sera menos sesgado que el estimador sintético de regresion basado en el mismo vector de
coeficientes B mientras y; > 0.

Para un area no muestreada; i.e., con tamafio muestral n; = 0, la varianza del estimador directo 14
tenderia a infinito y y,; tenderia a cero. Tomando el valor limite y; = 0, se obtiene el estimador sintético
de regresion,

54" = x4'B.
Bajo normalidad de u, y e, Prasad y Rao (1990) obtuvieron una aproximacion de segundo orden
(es decir, con error o(D~1) cuando el nimero de areas D es grande) para el ECM del estimador FH, dada por

MSE(85") = 941(62) + gaz(62) + gaz (),
donde

gm(aﬁ) =Ya¥a

D -1
92a(05) = (1 —ya)?x4’ (Z (0 +Ya)7" xdxd'> X4,

d=1
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g3a(0i) = (L —va)?(0if +pa) "' Var(6y).

Aqui, var(62) es la varianza asintética del estimador 62 de o2, que depende del método de
estimacion utilizado, g,4(c2) es el error debido a la prediccion del efecto aleatorio del area u,, de orden
0(1) cuando D crece (es decir, no tiende a cero), g,,(o:2) es el error debido a la estimacion del vector de
coeficientes de regresion By gs4(a2) es el error debido a la estimacion de la varianza o2, donde los dos
Gltimos términos tienden a cero cuando D crece con orden O(D~1); es decir, a la misma velocidad que
D1, Esto significa que g,4(02) Y gs4(02) desaparecen para D lo suficientemente grande, mientras que
914 (02) no desaparece, pero para D moderado es necesario tener en cuenta los tres términos para evitar
infraestimacion del ECM.

Si 62 es el estimador REML, la varianza asintdtica se obtiene como el inverso de la informacion de
Fisher 7(a;2), y viene dada por

D -1
var(e3) = 17 (08) = 2 {Z(a& * ¢d)—2} . (25)
=1

En este caso, g42(62) Y ga3(62) son estimadores respectivos de g,4(02) Y g34(02) insesgados de
segundo orden. Esto significa que su sesgo es o(D~1), es decir, tiende a cero mas rapido que D! cuando
D crece. Sin embargo, g4, (62) tiene un sesgo no despreciable como estimador de g4, (a2) que resulta ser
igual a —gs4(a2) + o(D™1). Por tanto, para corregir el sesgo de g;4(62), debemos sumar dos veces
g3a(62). Asi, un estimador insesgado de segundo orden del ECM del estimador FH, llamado aqui
estimador Prasad-Rao, viene entonces dado por

msepg(85™) = ga1(82) + 9a2(62) + 2943 (82).
Si 62 es el estimador ML, su varianza asintotica es la misma que para el estimador REML, dada en
(25). Sin embargo, este estimador tiene un sesgo que viene dado por

D
b(a}) = —{23(0f)} 'traza { (o +pa) " xgx '} (0 +¥a) xax4' |-
dz=1 a)” XqXq le a)” “XqXq

En este caso, el sesgo del estimador ML afiade un término al sesgo de g4 (62) como estimador de
a1 (02). Este sesgo es igual a b(62)Vg14(02) — gsq4(a?), donde

Vgia(o3) = (1 —va)>

Como b(62)Vg,4(62) si es un estimador insesgado de segundo orden de b(02)Vgi4(a2),
podemos corregir el sesgo de g;4(62) restando este término. De esta forma, obtenemos el siguiente
estimador insesgado de segundo orden del ECM del estimador FH,

msepr(84™) = 9a1(63) — b(82)IV91a(83) + 9a2(8) + 2943(82). (26)

Si 62 es el estimador obtenido por el método FH basado en momentos, el estimador insesgado de
segundo orden del ECM tiene la misma forma que (26), pero el sesgo del estimador FH de o2 y la varianza
asintética cambian, y vienen dados por

-2

D
var(62) = ZD{ (2 +7 )-1} , (27)
b(2) = 2[D Xg-1(0f +¥a)™* — {Ea=a(od + I/Jd)_l}z].

Za=1(of + )71

A la hora de estimar mediante el modelo FH el indicador FGT de orden a, 6, = F,4, Se deben
encontrar variables auxiliares x; que verifiquen el modelo
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Fpg=x4B+ug d=1,..,D (28)
y se asume que el estimador directo F2IR de F,, satisface
FOIR = F s +eq d=1,..,D. (29)
El modelo lineal mixto que se obtiene combinando (28) y (29) viene dado por
FOIR = x,'B+uqg +eq, d=1,..,D. (30)
Ajustando este modelo, el BLUP de F,; = x,4'B + u, seria
Frdl = x4'B + g, (31)

donde, en este caso, fiy = y4(FPIR — x,4'B) es el BLUP de u, y B8 se calcula de la forma

D -1 p
5 _ ' £DIR
B = Z YaXaXa ) Z YaXaFaq"
d=1 d=1

El estimador FH final de F,,; se obtiene simplemente reemplazando la varianza a2 por un estimador
consistente 62 en el BLUP (31).

Resumen de las caracteristicas del estimador FH:

Indicadores objetivo: pardmetros generales.
Requerimientos de datos:
e Datos agregados (e.g. medias poblacionales) de las p variables auxiliares consideradas en las
areas, x4, d =1,...,D.

Ventajas:
e Suele mejorar la eficiencia del estimador directo.

e El modelo de regresion considerado incorpora heterogeneidad no explicada entre las areas.

e Es un estimador compuesto que automaticamente toma prestada informacion del resto de areas
(dando mayor peso al estimador sintético de regresion) en la medida en que es necesario (cuando
el estimador directo tiene mayor varianza, 0 menor tamafio muestral). Tiende al estimador
directo cuando el tamafio del area crece (ya que 4 se hace pequefio).

e Sipara un area d, el peso dado al estimador directo es estrictamente positivo (y; > 0), se usan
los pesos muestrales wy; a través del estimador directo 5§2'F; es decir, se tiene en cuenta el
disefio muestral. Como consecuencia, es consistente bajo el disefio (al igual que el estimador
directo). Esto significa que se ver4 menos afectado por disefios informativos (disefios con
probabilidades de selecciéon de los individuos dependiendo de la variable de interés),
considerando que los pesos muestrales son los verdaderos.

e Debido a que se utilizan datos agregados, el estimador FH no se encuentra excesivamente
afectado por datos atipicos aislados (en este caso estimadores directos atipicos para algin area).

e Al usar solo informacion auxiliar agregada, evita los problemas de confidencialidad de los
microdatos obtenidos de un censo o registro administrativo.

e Para estimadores directos lineales, se aplica el Teorema Central del Limite para las areas con
tamafio muestral suficiente. Por tanto, el modelo siempre tendrd una minima bondad de ajuste
para areas de tamafio muestral suficiente.

e Se puede estimar en areas no muestreadas.

e El estimador Prasad-Rao del ECM es estable (o eficiente) y es insesgado bajo el disefio cuando
se promedia a lo largo de muchas areas.
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Desventajas:
e Los estimadores se basan en un modelo; por tanto, es necesario analizar dicho modelo (e.g. a
través de los residuos). Para parametros no lineales, podemos tener problemas de linealidad.

e Las varianzas muestrales de los estimadores directos i, se asumen conocidas, aungue en la
practica es necesario estimarlas, lo cual sufre del mismo problema (la falta de datos en un area).
Incorporar el error de estimacion de estas varianzas en el ECM del estimador FH no es
automatico y a menudo el ECM estimado no incorpora este error.

e EIl nimero de observaciones usadas para ajustar el modelo es el nimero de areas muestreadas,
el cual suele ser mucho menor que el tamafio muestral total n usado para ajustar los modelos a
nivel de individuo. Por tanto, los parametros del modelo se estiman con menor eficiencia y las
ganancias en eficiencia respecto a los estimadores directos seran menores que con los modelos
a nivel de individuo (esta eficiencia aumenta con el nimero de areas).

e A la hora de estimar varios indicadores que dependen de una variable comun (e.g., F,4 para
distintos valores de «), al contrario que los métodos basados en modelos a nivel de unidad, se
requiere modelizacion y bisqueda de variables auxiliares Utiles para cada uno de los indicadores
por separado.

e Elestimador del ECM bajo el modelo de Prasad-Rao es correcto bajo el modelo con normalidad
de uy Y e4, Y no es insesgado bajo el disefio para el ECM bajo el disefio para un area concreta.

e Una vez se ha ajustado el modelo a nivel de érea, los estimadores 65" no se pueden desagregar
para subdominios o subareas dentro de las areas a menos que se encuentre un nuevo modelo
modelo adecuado para ese nuevo nivel o, alternativamente, se ajuste un modelo con efectos
aleatorios a varios niveles.

e Requieren un reajuste para verificar la propiedad “benchmarking”: que la suma de los totales
estimados en las areas de una region mayor coincida con el estimador directo para dicha region.

Ejemplo 5. Estimadores FH de incidencias de pobreza, con R. Continuando con los ejemplos
anteriores, ilustramos cdmo obtener en R estimadores FH de las incidencias de pobreza para las
provincias.

En primer lugar, para comprobar si la hipotesis de normalidad del modelo se verifica, podemos
analizar graficamente la distribucion de los estimadores directos de las incidencias de pobreza a través
del histograma:

nn

hist(povinc.dir,prob=TRUE,main="",xlab="HT estimators pov.

incidence")

La forma de este histograma (no se incluye por brevedad) es algo asimétrica pero no se aleja
demasiado de una densidad normal, lo cual es esperable puesto que se aplica el Teorema Central del
Limite a los estimadores directos de las areas.

A continuacion, cargamos los conjuntos de datos con los tamarfios poblacionales de las provincias
y los mismos por grupos de nacionalidad, edad y estado laboral (algunos ya estaban cargados en los
ejemplos anteriores):

data(sizeprov)
data(sizeprovnat)
data(sizeprovage)
data(sizeprovedu)
data(sizeprovlab)
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Usamos estos tamafios poblacionales para calcular las proporciones de individuos en cada categoria
dentro de cada provincia. Estos serdn nuestras variables explicativas en un modelo Fay-Herriot:

Nd<-sizeprov[,3]
Ndnat<-as.matrix(sizeprovnat[,-c(1,2)])
Ndage<-as.matrix(sizeprovage[,-c(1,2)])
Ndedu<-as.matrix(sizeprovedul[,-c(1,2)])
Ndlab<-as.matrix(sizeprovlab[,-c(1,2)])

Pdnat<-Ndnat/Nd
Pdage<-Ndage/Nd
Pdedu<-Ndedu/Nd
Pdlab<-Ndlab/Nd

# Matriz de disefio para modelo FH
X<-cbind(const=rep(1,D),nat1=Pdnat[,1],Pdage[,3:5],Pdedul,c(1,3)],Pdlab[,c(2,3)])

Llamamos a la funcion que calcula los estimadores FH de las incidencias de pobreza para las
provincias, usando los estimadores directos HT obtenidos en el Ejemplo 1y sus correspondientes varianzas
muestrales:

povinc.FH.res<-eblupFH(povinc.dir~X-1,vardir=povinc.dir.resSSD*2)
povinc.FH<-povinc.FH.resSeblup

Usando los coeficientes de regresién estimados obtenidos del ajuste del modelo Fay-Herriot,
podemos calcular también estimadores sintéticos de regresién basados en el modelo a nivel de area:

povinc.rsyn1<-X%*%povinc.FH.resSfitSestcoef[, 1]

Aunque estos estimadores estdn basados en el estimador de los coeficientes de regresion
obtenidos del ajuste del modelo Fay-Herriot y no del modelo sintético, también son estimadores
sintéticos pues no consideran heterogeneidad entre areas no explicada por las variables auxiliares
consideradas. Ademas, los estimadores de los coeficientes de regresion obtenidos bajo ambos
modelos, usando las mismas variables auxiliares, son asintéticamente equivalentes. Por tanto, para
un namero de areas grande, ambos seran muy similares.

Como los estimadores FH son estimadores compuestos entre los directos y los sintéticos de
regresion, calculamos los pesos que se dan a los estimadores directos en la composicion y mostramos
un resumen descriptivo de éstos:

gammad<-povinc.FH.resSfitSrefvar/(povinc.FH.resSfitSrefvar+povinc.dir.resSSDA2)
summary(gammad)

Resultado:
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.4537 0.7182 0.8108 0.7906 0.8977 0.9477

Vemos que, a diferencia de los estimadores SSC, en este caso el peso que se le otorga al estimador
directo no es igual a uno para ninguna provincia, aungue si toma valores cercanos a uno para algunas provincias.

Ahora comparamos graficamente las estimaciones FH con las directas HT y sintéticas (llamadas
RSYNL1) para cada provincia. Las provincias (en el eje) se ordenan de menor a mayor tamafio muestral, e
indicamos los tamafios muestrales de éstas en el gje:

51



CEPAL - Serie Estudios Estadisticos N° 97 Desagregacion de datos en encuestas de hogares. ..

o<-order(nd)

k<-6

M<-max(povinc.dir,povinc.FH,povinc.rsyn1)

m<-min(povinc.dir,povinc.FH,povinc.rsyn1)
plot(1:D,povinc.dir[o],type="n",ylim=c(m,M+(M-m)/k),xlab="Province",ylab="Estimator",

xaxt="n")
points(1:D,povinc.dir[o],type="b",col=1,Ity=1,pch=1,lwd=2)
points(1:D,povinc.FH[o],type="b",col=4,Ity=4,pch=4,lwd=2)
points(1:D,povinc.rsynifo],type="b",col=3,lty=3,pch=3,lwd=2)
axis(1, at=1:D, labels=nd[o])
legend(1,M+(M-m)/k, legend=c("DIR","FH","RSYN1"),ncol=3,col=c(1,4,3),lwd=rep(2,3),
lty=c(1,4,3),pch=c(1,4,3))

Finalmente, estimamos el ECM de los estimadores FH, llamando a la funcién mseFH (),
calculamos los CVs estimados y graficamos los ECMs junto a las varianzas de los estimadores directos:

povinc.FH.mse.res<-mseFH(povinc.dir~X-1,vardir=povinc.dir.resSSD2)

povinc.FH.mse<-povinc.FH.mse.resSmse
povinc.FH.cv<-100*sqrt(povinc.FH.mse)/povinc.FH
M<-max(povinc.dir.var,povinc.FH.mse)
m<-min(povinc.dir.var,povinc.FH.mse)
plot(1:D,povinc.dir.cv[o],type="n",ylim=c(m,M+(M-m)/k),xlab="Province",ylab="CV",xaxt="n")
points(1:D,povinc.dir.var[o],type="b",col=1,lty=1,pch=1,Ilwd=2)
points(1:D,povinc.FH.mse[o],type="b",col=4,Ity=4,pch=4,lwd=2)

axis(1, at=1:D, labels=nd[o])
legend(1,M+(M-m)/k,legend=c("DIR","FH"),ncol=3,col=c(1,4),lwd=rep(2,2),Ity=c(1,4),pch=c(1,4))

Grafico 6
Estimaciones FH, directas HT y RSYNL1 de las incidencias de pobreza para las provincias (izquierda),
y ECMs estimados de los estimadores FH y directos HT (derecha)
(En proporciones)
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Fuente: Elaboracién propia.
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De nuevo, podemos ver en el Grafico 6 (izquierda) que los estimadores sintéticos de regresion
toman valores similares para todas las provincias, a diferencia de los estimadores directos, que varian mas
a lo largo de éstas. Los estimadores FH se acercan a los directos, pero al mismo tiempo toman informacion
prestada de las demas provincias a través de los estimadores sintéticos, especialmente para las provincias
de menor tamafio muestral (parte izquierda del grafico). Aunque en este ejemplo las variables auxiliares
consideradas no sean muy potentes, el Grafico 6 (derecha) sugiere que los estimadores FH son mas
eficientes que los directos.

Finalmente, vamos a comparar los CVs estimados para los estimadores HT, GREG y FH para las 5
provincias con menores tamafios muestrales:

compardirFH<-data.frame(povinc.dir.cv,povinc.greg.cv,povinc.FH.cv)

selprov<-0[1:5]
compardirFH[selprov,]

Resultados:

povinc.dir.CV povinc.greg.cv povinc.FH.cv
42 99.97815 94.72703 49.34572
5 46.35946 42.04802 33.74811
40 25.33449 21.77035 21.64444
34 23.80085 19.02477 18.27171
44 24.57017 16.86049 20.47468

Podemos ver la reduccion en los CVs que consiguen los estimadores FH en comparacion con los
estimadores directos HT. También ganan eficiencia respecto de los estimadores GREG para las cuatro
provincias de menores tamafios muestrales, y las ganancias son considerables para las dos provincias de
tamafios muestrales mas pequefios.

B. EBLUP basado en el modelo con errores anidados

El modelo con errores anidados fue propuesto por Battese, Harter y Fuller (1977) para estimar la
produccién de maiz y soja en condados de EE. UU. Este modelo relaciona de forma lineal los valores de
una variable de interés Yy; para el individuo i dentro del &rea d, con los valores de p variables auxiliares
para ese mismo individuo, de la forma

Ydi = xdi’ﬂ + Ug + €di, i=1, ...,Nd, d= 1,..,D, (32)

donde B es el vector de coeficientes de las variables auxiliares, comun para todas las areas, u, es el efecto
aleatorio del areay e,; es el error a nivel de individuo. Los efectos aleatorios representan la heterogeneidad
no explicada de los valores Y,; a través de las areas. Los efectos aleatorios se consideran independientes
de los errores, con uy ~*4(0,02) y eq; ~™4(0,02k2;), siendo ky; constantes conocidas que representan
la posible heteroscedasticidad.

Obsérvese que la media del area d se puede descomponer en la suma de los valores observados en
la muestra y los no muestreados, de la forma

Yy =Ng* zi‘%i+‘§zyh

i€sq 1S P
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No es necesario predecir los valores observados en la muestra pues nos vienen dados. EI BLUP de
Y, bajo el modelo con errores anidados (32) se obtiene simplemente ajustando el modelo a los datos de la
muestra y prediciendo los valores de las variables Yy; fuera de la muestra del area d, es decir,

T =N Y Yty A, )

i€Sq €Ty

donde, tomando el estimador de minimos cuadrados ponderados B de B bajo el modelo (32), los valores
predichos son

VBLUP __ N ~
ai = X' B+,
~ 5 -y D — 2 2 2
Uy =Ya(Vaa — Xaa B) va = 0/ (0 + 0¢/ag.),
siendo V4o = azt Yies 1 aiYai Y Xaa = azl Yies 1 Qai Xq; las medias muestrales ponderadas de la variable
respuesta y las variables auxiliares, respectivamente, con pesos ay; = k37, y donde ag. = e 4 ai- De

nuevo i, es el BLUP de u, y los valores predichos ¥ 2UP son los BLUPs de las variables Yy;, i € 74, bajo
el modelo (32).

Construimos el vector de variables respuesta para el area d, yq = (Yg1, ..., Yan,)" Y la matriz
correspondiente de variables auxiliares, X; = (xg43, ..., Xan,)". Bajo el modelo de errores anidados (32),
Ya~"N (XqB,Vy), d =1,..,D, donde

Vd = ngNdl;Vd +0-82Ad'

donde A, = diag(kZ;i = 1,...,N;). Ahora descomponemos el vector y, del area d en los subvectores
para las unidades de la muestra y para las unidades fuera de la muestra de la forma y; = (¥as', Yar')'s Y
las matrices X, y V4 de la misma forma,

Xq Vas Vq
() vee ()
a Xdr a Vdrs Vdr
Con esta notacién, el estimador de minimos cuadrados ponderados de B viene dado por

D -1 p
P (Y ravitra) Y xubityie @)
d=1 d=1

Para areas con fraccion muestral despreciable, es decir, donde n; /N, = 0, el BLUP de la media Y,
se puede escribir de la forma

Y7HP ~ yd{yda + (X, — ida)'ﬁ} +(1- yd)Xd,ﬁ-

Como y,4 € (0,1), el BLUP es una media ponderada entre el estimador y,, + (X4 — X40)'B.
conocido como estimador “survey regression” y el estimador sintético de regresion, X d’ﬁ. El estimador
“survey regression” se obtiene de ajustar el mismo modelo (32), pero tomando los efectos de las areas u,
como fijos en lugar de aleatorios. Ademas, obsérvese que esta media ponderada es similar a la obtenida
mediante el estimador FH dado en (24), pero donde el estimador “survey-regression” ¥4 + (Xg — X402)'B
hace el papel de estimador directo. En efecto, este estimador se puede considerar como directo, pues su
varianza es 0(ngz1); es decir, su varianza aumenta cuando el tamafio muestral del area n, se hace pequefio.

Para interpretar este estimador, por simplicidad consideremos un modelo homoscedastico; es decir,
con kg; = 1 para todo i y d. En este caso, se tiene y; = 02/(c2 + 62 /ng). Para un area con tamafio
muestral n; pequefio, y, es cercano a cero y el BLUP se acerca al estimador sintético de regresion, el cual
toma informacion prestada de las demés areas. Sin embargo, para un &rea con tamafio muestral n; grande,
¥4 se acerca a uno y el BLUP se acerca al estimador “survey regression”. Ademas, y, también depende
de la heterogeneidad entre areas medida por 2. Si las areas son muy heterogéneas (o;? grande comparada
con o2 /ng4), 0 equivalentemente, si las variables auxiliares consideradas no explican gran parte de la
variabilidad, entonces y, se acerca a uno y se le da mayor peso al estimador “survey regression”, que es
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similar a un estimador directo. En caso contrario, si las areas son homogeéneas o, en otras palabras, las
variables auxiliares son predictores potentes, entonces se le da mayor peso al estimador sintético obtenido
mediante la regresion con estas variables auxiliares.

De nuevo, el BLUP dado en (33) depende de los verdaderos valores de las componentes de la
varianza del modelo (32), 8 = (¢2,02)’. Sustituyendo el verdadero @ por un estimador consistente
0 = (62,62)" en el BLUP (33), obtenemos el EBLUP, dado por

YdEBLUP — Nd—l Z Ydi + Z ?;,;BLUP , (35)

i€Sq €Ty

donde, llamando B al resultado de sustituir @ por el estimador 8 en B dado en (34), los valores predichos
son ahora

YEPHP = x4/ B + g,
g = Va(Vaa — Xaa'B), Va = 5’3/(5'5 + 5§/ad~):

El BLUP es insesgado bajo el modelo (32) y es 6ptimo, en el sentido de minimizar el ECM, entre
los estimadores lineales en la muestra e insesgados. Al sustituir @ por el estimador 8, el EBLUP sigue
siendo insesgado bajo el modelo (32), bajo ciertas condiciones sobre el estimador 8. Los métodos de
estimacion habituales, concretamente ML, REML y el método de Henderson Ill, satisfacen estas
condiciones. Sin embargo, ni el BLUP ni el EBLUP son insesgados bajo el disefio muestral. De hecho, no
tienen en cuenta el disefio muestral y por tanto en principio estan disefiados para muestreo aleatorio simple
(MAS). En cualquier caso, los EBLUPs aumentan considerablemente la eficiencia respecto de los
estimadores directos e incluso respecto de los estimadores FH, ya que utilizan informacién mucho mas
detallada y de forma mas eficiente (sin reducir los datos a medias). Bajo disefios muestrales con
probabilidades desiguales, pueden tener un sesgo bajo el disefio no despreciable. You y Rao (2002)
propusieron una variacion denominada pseudo EBLUP que incluye los pesos muestrales y es consistente
bajo el disefio cuando el tamafio del area n,; crece.

Para un &rea no muestreada, es decir, con tamafio muestral n; = 0, tomando y,; = 0, obtenemos el
estimador sintético de regresion X, B.

Bajo MAS y tomando k,; = 1, para todo i y d, dado que el estimador “survey regression” es
aproximadamente insesgado bajo el disefio, el sesgo bajo el disefio del BLUP cuando

ng/Ng =~ 0es —(1—y,)(V; — Xd'ﬁ). Por tanto, el sesgo absoluto relativo (SAR) bajo el disefio es igual
a

_ - 7
Yo—Xa B <

Ye— X4 B
Yy

1-va)

)

d

es decir, es menor que el sesgo absoluto relativo bajo el disefio del estimador sintético de regresion Xd'ﬁ
para el mismo vector de coeficientes B, | (Y, — Xd'[i)/YdL mientras y; > 0. Si establecemos un limite
superior B para el sesgo absoluto relativo (e.g. B = 0.20 0 B = 0.10), en el caso de que se supere este
limite B para alguna de las areas, podemos reemplazar el sesgo absoluto relativo del estimador sintético
por una cantidad constante para cada area, como por ejemplo el maximo; es decir, consideramos

- - !
Ya—Xq B
Yy '

La cantidad (1 — y;)M decrece de forma mon6tona con el tamafio muestral del area n,, a través
de y,. Podemos encontrar el tamafio muestral n}; a partir del cual (1 — y,;)M supera B. Si M > B (en caso
contrario el SAR no supera B para ninguna provincia), el tamafio muestral resultante es

.0t (M
nd_O'_&(E_:l).
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Asi, para las areas con tamafio muestral n; < nj, el sesgo absoluto relativo podria superar el limite

superior B 'y podemos decidir no producir estimaciones para dichas areas. Sin embargo, n}; depende de
ciertas cantidades desconocidas. Por tanto, en la practica estimamos dichas cantidades desconocidas y
obtenemos un valor estimado de ny. Un estimador seria

donde

.. G (M
Tld—a_—l% E—l ,

VEBLUP _ ¥ 'p

Vi —Xdﬁ‘
EBLUP !
Yq

M = max
1sds<D

suponiendo que M > B.

EI ECM del EBLUP YZBLUP de ¥, asi como un estimador de segundo orden de este ECM, se

pueden aproximar mediante una formula analitica correcta de segundo orden para D grande de forma muy
similar a la férmula de Prasad-Rao que se describe en la introduccién para el estimador FH. Otra opcién
gue no requiere un nimero de areas D grande, aunque computacionalmente mas costosa, es recurrir a
procedimientos de remuestreo. Aqui describimos un procedimiento Bootstrap paramétrico para
poblaciones finitas propuesto por Gonzalez-Manteiga et al. (2008), particularizado aqui para la estimacion
de las medias de las éreas, Y,. El procedimiento Bootstrap es el siguiente:

1.

Ajustar el modelo (32) a los datos de la muestra y; = (y15',...,¥ps' )" Y obtener los
estimadores de los parametros del modelo B, 62 y 62.

Generar los efectos de las areas de la forma u*(b) ~Hd N (0,62),d =1,...,D.

Generar, independientemente de los efectos de las areas u, “(b) , errores Bootstrap para las

unidades de la muestra en el area, edEb) ~Ud N (0,62), i € s4. Generar también las medias

poblacionales de los errores en las areas, Eg(b) ~Ud N (0,62/Ny),d=1,..,D.
Calcular las verdaderas medias Bootstrap de las areas,
P =x,B+uP+EP, d=1,.,D.

Obsérvese que el computo de la media ¥, ® no requiere los valores individuales x,;, para
cada unidad fuera de la muestra del area i € r.
Usando los vectores de valores de las variables auxiliares para las unidades de la muestra x;,
i € s4, generar las variables respuesta para las unidades de la muestra a partir del modelo

;P =xyB+u” +e”, iesy, d=1,..,D. (36)

Para la muestra original s =s; U---Usp, sea y = ((yl(b)) (y*(b)) )" el vector

Bootstrap de valores en la muestra. Ajustar el modelo (32) a los datos Bootstrap ys(b ) y

calcular los EBLUPs Bootstrap V. 2“V**® g =1, .., D.

Repetir los pasos 2)-6), parab =1,...,B Yy obtenemos las medias verdaderas Y;(b) y los

correspondientes EBLUPs YEB LUP+(b) para la repeticion Bootstrap b. Los estimadores “naive

Bootstrap” del ECM de los EBLUPs YZBLUP  optenidos mediante el Bootstrap paramétrico
son

B
1
mse (YEBLUP _Ez yEBLUPx(D) _ *(b))

b=1
d=1,..,D

37)

El estimator Bootstrap (37) no es insesgado de segundo orden sino de primer orden, es decir, su

sesgo no decrece mas rapido que D~ cuando el nimero de areas D crece. Existen distintas correcciones
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de sesgo en la literatura pero, o bien producen estimadores que pueden tomar indeseados valores negativos,
0 bien son estrictamente positivos pero no insesgados de segundo orden. Ademas, estas correcciones
aumentan la varianza del estimador del ECM. Por tanto, el estimador “naive Bootstrap” que no realiza
correccion de sesgo es una opcién aceptable dentro de los estimadores no analiticos.

Resumen de caracteristicas del EBLUP basado en el modelo con errores anidados:
Indicadores objetivo: medias/totales de la variable de interés.
Requerimientos de datos:
e Microdatos de las p variables auxiliares consideradas, de la misma encuesta donde se observa
la variable de interés.

o Area de interés obtenida de la misma encuesta donde se observa la variable de interés.
e Medias poblacionales de las p variables auxiliares consideradas en las areas, X;, d = 1, ..., D.

Ventajas:

e El nimero de observaciones usadas para ajustar el modelo es el tamafio muestral total n, mucho
mayor que el nimero de observaciones (igual al nimero de areas) en los modelos FH. Por tanto,
los parametros del modelo se estiman con mayor eficiencia y las ganancias en eficiencia respecto
a los estimadores directos tienden a ser mayores que con los modelos FH.

e El modelo de regresion considerado incorpora heterogeneidad no explicada entre las areas.

e Esun estimador compuesto, que automaticamente toma prestada informacion del resto de areas
(dando mayor peso al estimador sintético de regresion) en la medida en que es necesario (cuando
el tamafio muestral es pequefio). Tiende al estimador “survey regression” cuando el tamafo del
area crece.

e Al contrario que en el modelo FH, no se necesita conocer ninguna varianza.

e El estimador del ECM bajo el modelo es un estimador estable del ECM bajo el disefio y es
insesgado bajo el disefio cuando se promedia a lo largo de muchas areas.

e Se pueden desagregar las estimaciones para cualquier subdominio o subarea deseada dentro de
las areas; incluso a nivel de individuo.

e Se puede estimar en areas no muestreadas.

Desventajas:
e Los estimadores se basan en un modelo; por tanto, es necesario analizar dicho modelo (e.g. a
través de los residuos).

e No tiene en cuenta el disefio muestral. Por tanto, no es insesgado bajo el disefio y es mas
apropiado para el muestreo aleatorio simple. Se verd afectado por disefios muestrales
informativos.

o Se ve afectado de observaciones atipicas aisladas o por la falta de normalidad.

e Los microdatos suelen ser obtenidos de un censo o registro administrativo, y suelen existir
problemas de confidencialidad que limiten el uso de este tipo de datos.

e Elestimador del ECM bajo el modelo de Prasad-Rao es correcto bajo el modelo con normalidad,
y no es insesgado bajo el disefio para el ECM bajo el disefio para un area concreta.

e Requieren un reajuste para verificar la propiedad “benchmarking”: que la suma de los totales
estimados en las areas de una region mayor coincida con el estimador directo para dicha region.

Ejemplo 6. EBLUPs basados en el modelo con errores anidados de las incidencias de pobreza, con R.
Continuando con los ejemplos anteriores, ilustramos como obtener en R los EBLUPSs de las incidencias
de pobreza basados en un modelo con errores anidados. En un conjunto de datos predefinido en R, se
dispone de los valores de las variables auxiliares fuera de la muestra para las cinco provincias con menores
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tamafios muestrales. A partir de estos datos y la muestra, se pueden calcular las medias poblacionales de
dichas variables para estas provincias, pero no disponemos de las verdaderas medias para las demas
provincias. Por tanto, se ilustra la obtencion de los EBLUPS sélo para dichas provincias, aunque el modelo
se ajuste a la muestra con todas las provincias.

En primer lugar, cargamos el conjunto de datos que contiene los valores de las variables auxiliares
fuera de la muestra para las provincias seleccionadas y calculamos las medias poblacionales de dichas
variables en las provincias. Para ello, usamos los valores en la muestra (conjunto de datos incomedata) y
los valores fuera de la muestra (Xoutsamp). Ademas, incluimos los cddigos de las provincias en la primera
columna de la matriz de medias:

data(Xoutsamp)
I<-length(selprov) # NUumero de provincias seleccionadas
p<-dim(Xoutsamp)[2]-1 # NUmero de variables auxiliares

auxvar<-names(Xoutsamp)[-1] # Nombres de var. aux. en Xoutsamp
meanXpop<-matrix(0,nr=I,nc=p) # Matriz con medias de var. aux.

Ni<-numeric(l) # Tamafio poblacional de las provincias

for (iin 1:1){ # Bucle para las provincias seleccionadas
d<-selprov(i]
Xsd<-incomedata[prov==d,auxvar] # Valores muestrales var. aux.

Xrd<-Xoutsamp[XoutsampSdomain==d,-1] # Valores no muestrales
Ni[i]<-dim(Xrd)[1]+dim(Xsd)[1]# Tamafio poblacional de la prov.
for (k in 1:p){
meanXpop[i,k]<-(sum(Xrd[,k])+sum(Xsd[,k]))/Ni[i]
1
1

Xmean<-data.frame(selprov,meanXpop)

Ahora llamamos a la funcion que calcula los EBLUPs de las incidencias de pobreza para las
provincias seleccionadas, basados en el modelo con errores anidados ajustado a los datos de la muestra
(para todas las provincias). Guardamos las estimaciones obtenidas en un vector:

povinc.BHF.res<-eblupBHF(poor ~ age2+age3+aged+age5+natl+educl+educ3+laborl+labor2,
dom=prov,selectdom=selprov,meanxpop=Xmean,popnsize=sizeprov|,-1])

povinc.BHF<-numeric(D)
povinc.BHF[selprov]<-povinc.BHF.resSeblupSeblup

Consultamos los resultados del ajuste del modelo con errores anidados y calculamos el estimador
sintético de regresion basado en el modelo a nivel de individuo:

betaest<-povinc.BHF.resSfitSfixed # Coeficientes de regresion
upred<-povinc.BHF.resSfitSrandom  # Efectos predichos de prov.
sigmae2est<-povinc.BHF.resSfitSerrorvar # Var. estimada del error
sigmau2est<-povinc.BHF.resSfitSrefvar — # Varianza estimada de los efectos de las provincias

povinc.rsyn2<-numeric(D)
povinc.rsyn2[selprov]<-cbhind(1,meanXpop)%*%betaest
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Analizamos cuanto peso le da el EBLUP al estimador “survey regression”:

gammad.BHF<-sigmau2est/(sigmau2est+sigmae2est/nd)
summary(gammad.BHF)

Resultado:
Min. 1lst Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
0.3458 0.7743 0.8606 0.8352 0.9276 0.9741

Cuando mas cerca de cero esté el resultado de gammad.BHF para un area, mas informacion se esta
tomando prestada del estimador sintético de regresion a nivel de individuo. En este caso, existe una
provincia para la cual se estd tomando prestada mucha informacion, dado que el minimo valor de
gammad.BHF es relativamente pequefio.

Ahora calculamos los estimadores del ECM de los EBLUPs mediante el Bootstrap paramétrico
descrito anteriormente. Para ello, llamamos a la funcién pbmseBHF() usando B=200 repeticiones
Bootstrap. Esta funcién también devuelve los EBLUPS y resultados del ajuste exactamente igual que la
funcién eblupBHF().

povinc.mse.res<-pbmseBHF(poor~age3+age4+age5+natl+educl+educ3+laborl+labor2,
dom=prov,selectdom=selprov,meanxpop=Xmean,popnsize=sizeprov|,-1],8=200)

Finalmente, comparamos los EBLUPs basados en el modelo con errores anidados con los estimadores
directos HT y FH, graficando las estimaciones puntuales obtenidas y sus ECMs estimados para las cinco
provincias seleccionadas:

M<-max(povinc.dir[selprov],povinc.FH[selprov],povinc.BHF[selprov])
m<-min(povinc.dir[selprov],povinc.FH[selprov],povinc.BHF[selprov])
plot(1:5,povinc.dir[selprov],type="n",ylim=c(m,M+(M-m)/k),xlab="Province",ylab="Estimator",
xaxt="n")

points(1:5,povinc.dir[selprov],type="b",col=1,Ity=1,pch=1,lwd=2)

points(1:5,povinc.FH[selprov], type="b",col=4,Ity=4,pch=4,lwd=2)
points(1:5,povinc.BHF[selprov],type="b",col=5,Ity=5,pch=5,lwd=2)

axis(1, at=1:5, labels=nd[selprov])
legend(1,M+(M-m)/k,legend=c("DIR","FH","EBLUP"),ncol=3,col=c(1,4,5),lwd=rep(2,3),
lty=c(1,4,5),pch=c(1,4,5))

M<-max(povinc.dir.var[selprov],povinc.FH.mse[selprov],povinc.BHF.mse[selprov])
m<-min(povinc.dir.var[selprov],povinc.FH.mse[selprov],povinc.BHF.mse[selprov])
plot(1:5,povinc.dir.cv[selprov],type="n",ylim=c(m,M+(M-m)/k),xlab="Province",ylab="CV",
xaxt="n")

points(1:5,povinc.dir.var[selprov],type="b",col=1,lty=1,pch=1,lwd=2)
points(1:5,povinc.FH.mse[selprov],type="b",col=4,lty=4,pch=4,lwd=2)
points(1:5,povinc.BHF.mse[selprov],type="b",col=5,Ity=5,pch=5,lwd=2)

axis(1, at=1:5, labels=nd[selprov])
legend(1,M+(M-m)/k,legend=c("DIR","FH","EBLUP"),ncol=3,col=c(1,4,5),lwd=rep(2,3),
lty=c(1,4,5),pch=c(1,4,5))
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Gréfico 7
EBLUPs basados en el modelo con errores anidados de las incidencias de pobreza para las provincias
junto a estimaciones directas HT y FH (izquierda), y ECMs estimados de los tres estimadores (derecha)
(En porporciones)
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Fuente: Elaboracién propia.

Segun el Grafico 7 (izquierda), podemos ver como, para las cinco provincias de menor tamafio
muestral, los estimadores FH toman valores similares a los estimadores directos, pero son ligeramente mas
estables para las 5 provincias seleccionadas que los directos y FH. Los EBLUPs son claramente mas
estables para las 5 provincias seleccionadas que los directos y FH. Ademas, segiin podemos observar en
el Gréfico 7 (derecha), los ECMs estimados de los EBLUPS son menores para las provincias de la derecha,
debido a que toman prestada de las demas provincias una mayor cantidad de informacion, ya que el modelo
de errores anidados se ajusta con todos los individuos de la muestra (de las D=52 provincias). Por otro
lado, estos ECMs crecen de forma suave al disminuir el tamafio muestral, lo cual tiene sentido. Por el
contrario, los ECMs estimados de los estimadores directos y FH toman valores excesivamente pequefios
para las provincias de menor tamafio muestral (lo cual es poco creible). En el caso de los estimadores
directos, sus varianzas estan estimadas con los escasos datos de cada provincia y por tanto dichas varianzas
estimadas (iguales a los ECMSs) no son fiables. Los BLUPs basados en el modelo FH con parametros
conocidos tienen un ECM que no puede superar a la varianza de los estimadores directos; si estas varianzas
estan estimadas incorrectamente, entonces el ECM del estimador FH también lo esté en ese caso.

C. Método ELL

El método de Elbers, Lanjouw y Lanjouw (2003), que llamaremos método ELL, es el método
tradicionalmente utilizado por el Banco Mundial para construir mapas de pobreza o desigualdad. Este
método fue el primero que aparecio en la literatura que permite estimar indicadores mas complejos que
medias o totales, mientras sean funcion de una variable que mide el poder adquisitivo de los individuos
(habitualmente ingresos netos disponibles o gastos). Este método asume el modelo con errores anidados (32)
para la transformacion logaritmo de esta variable, donde los efectos aleatorios son para las unidades de
primera etapa del disefio muestral (conglomerados) en lugar de para las areas de interés. Sin embargo, para
facilitar la comparabilidad con el resto de los métodos presentados en este documento y al mismo tiempo
simplificar la notacion, consideraremos que las unidades de primera etapa son iguales a las areas. En este
caso, si E; es la variable que mide el poder adquisitivo del individuo i en el area d, tomando
Y4 =log (Eg; +¢), donde ¢ >0 es una constante (tradicionalmente este método tomaba ¢ = 0),
el modelo ELL es
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Ydi = xdi’ﬂ + Ug + €di» i= 1, ...,Nd, d= 1, ...,D, (38)

donde uy ~%4(0,02) y eq; ~™*(0,02k3,), siendo u, Yy eq; independientes, y k,; constantes conocidas
que representan la posible heteroscedasticidad.

El estimador ELL de un pardmetro general 6; = 84(y4) bajo el modelo (38) se obtiene mediante
un procedimiento Bootstrap. Este procedimiento Bootstrap proporciona una aproximacion numérica del
estimador ELL tedrico, que viene dado por la esperanza marginal §5-* = E[8,], a diferencia del predictor
EB considerado en el capitulo V.B, que condiciona a la muestra y,. El mismo procedimiento Bootstrap se
utiliza para obtener una estimacion del ECM del estimador ELL.

El procedimiento Bootstrap funciona de la forma siguiente. En primer lugar, a partir de los residuos
del modelo (38) ajustado a los datos, se generan efectos aleatorios uj; paracadaaread = 1, ..., D, y errores
e, para cada individuo i = 1,...,N,, d = 1,...,D. A partir de ellos, del estimador B del parametro de
regresion B, y usando los valores de las variables auxiliares para los individuos dentro y fuera de la
muestra, se generan valores Bootstrap de la variable respuesta para todos los individuos de la poblacion,
de la forma

Yy=xg'B+uy+el, i=1,.,N;,d=1,..,D.

Esto nos proporciona un censo de la variable respuesta, con el que se puede calcular cualquier tipo
de indicador. Este proceso de generacion se repite paraa = 1, ..., A, obteniendo A censos completos. Para
cada censo a, calculamos el indicador de interés 5, = &, (yd a)) donde y;@ = (v;, ..., *(a)) son

los valores de la variable respuesta en el area d en el censo Bootstrap a. Finalmente, el estimador ELL se
obtiene promediando para los A censos,
ELL Z 5*(a)

Ademas, en este método, el ECM se estima de la forma
A
SELL 1 *(a) SELLN2
mseg, (8514 = £ ) (8, — 814y
a=1

Para estimar el indicador FGT de orden @ mediante este método, en primer lugar escribimos este
indicador en funcién de las variables respuesta del modelo Y;; =log (E4 + ¢). Sustituyendo
E4; = exp (Yy;) — c en la formula del indicador FGT dada en (1), obtenemos

Ng
1 z+c—exp (Yg)\*
Foq = —Z ( P dl)) I(exp (Yg) < z+¢). (39)
Nd . Z
=1
Asi, calculamos este indicador con los valores Y;; generados para cada censo a, de la forma
Na +(a)
1 z+c—exp(Yy )
(@) _ *(a)
= (D) i (e <)
1=

y el estimador ELL de F,,; se aproxima entonces promediando estos indicadores para los A censos

generados, es decir,
FELL — AZ F*(a).

Finalmente, el ECM del estimador FELL se estima de la forma
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A
" 1 . .
mses., (FER) = 7 ) (Fat® = FEED?.
a=1

Es facil comprobar que, para areas de tamafio poblacional N; grande (suele ser el caso en
aplicaciones reales), si estimamos mediante este método la media del area d, Y;, al promediar
Y; @ 5 Xd'f;' + u;(a) a lo largo de los A censos, el promedio de los efectos aleatorios Bootstrap u;;(“), a

lo largo de las repeticiones Bootstrap, es A~ Y4_; u;(“) ~ E(ugy) = 0. Por tanto, el estimador ELL,

YELL = E[Y,], resulta ser el estimador sintético de regresion,

fLL = Xd’ﬁ-

Esto es debido a que la media marginal E[6,], sin condicionar a los datos disponibles de Y;; en la
muestra, no utiliza dichas observaciones muestrales y por tanto se cifie a la prediccion obtenida a través
del modelo, sin tener en cuenta los efectos aleatorios de las areas ya que desaparecen. Por tanto, el
estimador ELL tiene los mismos problemas que el estimador sintético de regresidn; concretamente, puede
ser muy sesgado si el modelo de regresion sin los efectos aleatorios no se verifica; es decir, si las variables
auxiliares consideradas no explican toda la heterogeneidad de la variable respuesta a lo largo de las areas.

Ademas, en el método Bootstrap utilizado, al contrario que en los métodos Bootstrap habituales,
no se vuelve a ajustar el modelo y estimar con las muestras Bootstrap (que se deberian extraer de los
censos Bootstrap). Por tanto, no se esta replicando el proceso del mundo real en el mundo Bootstrap.
Como consecuencia, el ECM estimado segun este método no reproduce correctamente el error que se
incurre en la estimacién en el mundo real. Finalmente, en el método ELL original, los efectos aleatorios
incluidos en el modelo son para los conglomerados o unidades de primera etapa del muestreo y no para
las areas de interés. Si se considera este modelo, pero las variables auxiliares disponibles no explican toda
la heterogeneidad entre areas, se puede infraestimar seriamente el error del estimador ELL.

Resumen de las caracteristicas del estimador ELL:
Indicadores objetivo: parametros generales.

Requerimientos de datos:
e Microdatos de las p variables auxiliares consideradas, de la misma encuesta donde se observa
la variable de interés.

e Area de interés obtenida de la misma encuesta donde se observa la variable de interés.

e Microdatos de las p variables auxiliares consideradas en las areas a partir de un censo o un
registro administrativo (medidas de la misma forma que en la encuesta).

Ventajas:
e Basado en datos a nivel de individuo, que proporcionan informacion mas detallada que los datos
a nivel de area. Ademas, el tamafio muestral suele ser mucho mayor (n comparado con D).

e Permite estimar indicadores cualesquiera, mientras estén definidos como una funcién de las
variables respuesta Yy;.

e Son insesgados bajo el modelo si los parametros del modelo son conocidos.

e Una vez se ajusta el modelo, se puede estimar para cualquier subarea o subdominio. Incluso se
puede estimar a nivel de individuo.

¢ Una vez se ajusta el modelo, se pueden estimar al mismo tiempo todos los indicadores (que sean
funcion de Yy;) que se desee, sin necesidad de ajustar un modelo distinto para cada indicador.
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Desventajas:

e Los estimadores ELL pueden presentar un alto ECM bajo el modelo, pudiendo incluso
comportarse peor que los estimadores directos si la heterogeneidad entre areas no explicada es
significativa, véase Molina y Rao (2010). Para la estimacion de medias, los estimadores ELL son
los estimadores sintéticos de regresion, que asumen un modelo sin efectos aleatorios de las areas.

e Estan basados en un modelo. Por tanto, es necesario comprobar que el modelo se ajusta
correctamente a los datos.

¢ No son insesgados bajo el disefio y pueden tener un sesgo considerable bajo disefio informativo.
o Pueden verse seriamente afectados por atipicos aislados.

¢ Si el modelo incluye efectos de los conglomerados en lugar de efectos de las areas de interés,
pero existe heterogeneidad entre las areas, los estimadores ELL infraestiman el verdadero ECM.
Incluso si los efectos del area se incluyen en el modelo, los estimadores ELL del ECM no
estiman correctamente el verdadero ECM de los estimadores ELL para cada &rea.

D. Mejor predictor empirico bajo el modelo con errores anidados

El mejor predictor (en inglés, best/Bayes predictor, BP) basado en el modelo con errores anidados fue
propuesto por Molina y Rao (2010) para estimar indicadores no lineales generales. Estos autores lo han
utilizado para estimar la incidencia y la brecha de pobreza en las provincias espafiolas por género. También
ha sido utilizado por el Consejo Nacional para la Evaluacion de la Politica de Desarrollo Social
(CONEVAL) de México en estudios comparativos con otros métodos, como el ELL, para la estimacion
de indicadores de pobreza y desigualdad en los municipios mexicanos. Este método asume que las
variables Yy; = log (E4; + ¢) siguen el modelo (32) con normalidad para los efectos aleatorios de las areas
ug Yy para los errores e;. Bajo este modelo, los vectores de variables para cada area, yq = (Yg1, -, Yan,)'s
d =1, ..., D, son independientes y verifican y; ~"® N (u4,V4), con vector de medias p; = X4, siendo
Xq = (Xq1,-,Xan,)' Yy  matriz  de  covarianzas Vg =oZly,1y,' + 024,  donde
A, = diag(k3;i=1,...,N). Para un indicador general definido como una funcion de y,, es decir,
64 = 64(y4), el mejor predictor es aquel que minimiza el ECM y viene dado por

550) =E,, [64ya)|¥as; 6], (40)

donde la esperanza se toma respecto de la distribucion del vector de valores fuera de la muestra y,. del
dominio d dados los valores en la muestra y, .. Esta distribucion condicionada depende del verdadero
valor de los parametros del modelo para 8. Reemplazando @ por un estimador consistente 8 en el mejor
predictor (40), obtenemos el llamado mejor predictor empirico (en inglés, empirical best/Bayes, EB),
558 = §5(8). De nuevo, los métodos habituales de estimacion, que proporcionan estimadores
consistentes incluso si no existe normalidad, son ML y REML, ambos bajo la verosimilitud normal, y el
método de Henderson I11.

Bajo el modelo de errores anidados (32), la distribucién de y ;.| y 4, necesaria para calcular el mejor
predictor (40), se obtiene de la forma siguiente. En primer lugar, descomponemos las matrices X, y V4
en la parte muestral y fuera de la muestra de forma similar a como hemos descompuesto y,, es decir,

_ (Yas _ de) _(Vds Vdsr)
Ya = (ydr)’ Xd - (Xdr ’ Vd B Vdrs Vdr .

Dado que y sigue una distribucion normal, entonces las condicionadas también tienen distribucion
normal, es decir,

ind
YarlYas N (ﬂdr|SJ Vdrls)' d=1,..,D, (41)

donde el vector de medias condicionadas y la correspondiente matriz de covarianzas toman la forma

63



CEPAL - Serie Estudios Estadisticos N° 97 Desagregacion de datos en encuestas de hogares. ..

Haris = XarB +VaFaa — X5aB) Ay y—ny (42)
Varis = 06 (1 = ¥a) 1y —n, 1Ed—nd + oZdiagier, (k3 (43)
siendo 1, un vector de unos de tamafio k. Concretamente, para el individuo i € r,, se tiene
Yail¥as ~ N(Uaijs) 04i15), (44)
donde la media y la varianza condicionadas vienen dadas por
Hails = Xai' B +YaFaa — XgaB), (45)
0gis = 06 (1 = yq) + 02k, (46)

Si ahora deseamos estimar el indicador de pobreza FGT de orden a, 6, = F,4, €n primer lugar
asumimos que Yy; = log (E4; + ¢), para c > 0, verifica el modelo con errores anidados. Reescribimos el
indicador FGT en cuestion como una funcion de las variables respuesta en el modelo Yy;, es decir, como
en (39), y calculamos la esperanza que define el mejor predictor F2, = Ey, [FaalYas; 0]. Para ello,
separamos la suma que define el indicador FGT dado en (1) en la parte muestral y la parte fuera de la

muestra e, introduciendo la esperanza dentro de la suma, obtenemos

- 1 .
FEa@ = D Foar+ Y P2 () ) (@7)
d i€sq i€ry
donde ngi(o) = E[F4qilyas; 0] Y la esperanza se toma respecto de la distribucion de Yy;|ygs, i € 1y,
dada en (44)—(46). Para a = 0,1, las esperanzas son féaciles de calcular, y vienen dadas respectivamente
por

F54i(8) = ®(ag), (48)

7 1 21' s @ i~ Ydils
FEu(6) = ®(aa) {1 - [exp (ud”s +=2 ) Cu—u) c]} (49)

donde @(:) es la funcién de distribuciébn de una variable aleatoria Normal estandar
y aq; = [log (z + ¢) = Uais]/Taijs» CON Haijs Y 04;s dados en (45)—(46).

Para indicadores §; = 8,4(y,;) méas complejos; por ejemplo, los indicadores FGT para @ # 0,1, a
menudo la esperanza que define el mejor predictor no se puede calcular de forma analitica. En estos casos,

el mejor predictor se puede aproximar de forma empirica usando simulacién Monte Carlo. El proceso seria
el siguiente:

1. Obtener un estimador 8 = (B’, 62, 52%)" del vector de parametros @ = (B’, 02, 02)" ajustando
del modelo (32) a los datos (ys, Xy).

2. Generar, para a = 1, ..., A, vectores de variables respuesta para los individuos fuera de la
muestra del area d, yé‘?, a partir de la distribucion de y4,-|y4s dada en (41)—(43), con @
reemplazado por su estimador @ obtenido en (a).

3. Aumentar el vector generado yf{? con los datos de la muestra y,, para formar un vector

(a (@

censal para el area d, yfla) = (Yas, g,)")'- Usando y;~, calcular el indicador de interés

5% = 6,(y') y repetir para a = 1, ..., A. La aproximacion Monte Carlo del predictor EB
del indicador &, se obtiene promediando los indicadores para los A censos simulados, es decir,

A
A 1
§EB = ZZ 59, (50)
a=1
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En el paso 2, es necesario simular A veces un vector y(“) con distribucion Normal multivariante de

tamafio N; — ng4, que puede ser realmente grande (e.g. del tamafio de una provincia), lo cual puede ser
computacionalmente muy costoso o incluso imposible debido al gran tamafio del vector multivariante a
generar. Esto se puede evitar observando que la matriz de covarianzas de este vector, V4,5, dada en (43),

corresponde a la matriz de covarianzas de un vector aleatorio y generado a partir del modelo

ygi) = Haris vda 1Nd—nd + 65;?, (51)
donde v y €% son independientes, y verifican respectivamente
vi® ~N©O,62(1-va)), €4 ~ N(Oyyon, 0idiagicr, (k3)); (52)

véase Molina y Rao (2010). Usando el modelo (51)—(52), en lugar de generar un vector y ) Normal
multivariante de tamafio N; — ng, tan solo es necesario generar las 1 + N; — n, variables Normales
independientes v\ ~4 N (0,02(1 — y4)) y €52 ~4 N (0,62k2,), para i € 7. Usando el vector y'?
generado a partir del modelo (51), en el paso (c) construimos el vector censal J’a = Yas' ,(y(“)) )y
calculamos el indicador de interés 5% = 6, (y’™).

Para un area d no muestreada (i.e., con ng = 0), generamos y(“) del modelo (51) tomando y; = 0

y, al no existir parte muestral en este caso, el vector censal del area d es igual al vector generado y(a) = yf;?

En el caso de indicadores complejos, calcular aproximaciones analiticas para el ECM de los
correspondientes predictores EB es complicado. Molina y Rao (2010) describen un método Bootstrap
paramétrico para estimar el ECM basado en el método Bootstrap para poblaciones finitas de Gonzélez-
Manteiga et al. (2008). Este método consiste en realizar los siguientes pasos:

1. Ajustar el modelo (32) a los datos de la muestra y; = (yi',...,¥ps')’, obteniendo
estimaciones de los parametros del modelo, B8, 62y 62.
2. Generar efectos Bootstrap de las areas de la forma

WP %N (0,62), d=1,..,D

3. Generar, independientemente de ul(b), (b) , errores Bootstrap

PN (0,62), i=1,..,Nyd=1,..,D

4. Generar una poblacién (o censo) Bootstrap de valores de la variable respuesta a través del
modelo,

VP =xy B+ +e”, i=1,.,Ny,d=1,.,D.
5. Definimos el wvector censal de variables respuesta del éarea d, dado por
v = P, .., v,y Calcular los indicadores de interés a partir del censo Bootstrap
da
*(b *(b
5d( ) =5, ), d =1,...,D.
6. Para la muestra original s = s; U ---U sp, Sea y: = ((yl(b)) , (Vs b)) )" el vector que
contiene las observaciones Bootstrap cuyos indices estan en la muestra, es decir, que contiene
a las variables Y*(b), i €s4,d=1,..,D. Ajustar de nuevo el modelo (32) a los datos

Bootstrap y: y obtener los predlctores EB Bootstrap de los indicadores de interés, 6 kB *(b)
d=1,..,D.
7. Repetir los pasos 2)-6) para b = 1, ..., B, y obtenemos los verdaderos valores, 5;(1’), y los

correspondlentes predictores EB, SEB (b)
Bootstrap, b =1, ..., B.

, para cada area d = 1, ..., D, y para cada réplica
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8. Los estimadores “naive Bootstrap” del ECM de los predictores EB, 55, vienen dados por

B
A aEBx * 2
msep(858) = B~ Z (655°® —5;®)", d=1,..,D.
b=1

Obsérvese que, para estimar indicadores complejos, tanto el método ELL descrito en el capitulo
anterior como el EB presentado en este capitulo, requieren datos de una encuesta con las observaciones
de la variable de interés y de las variables auxiliares para todas las areas, {(y4i, X4:); i € sq.d =1, ..., D},
asi como un censo con los valores de las mismas variables auxiliares para todas las unidades de la
poblacién, {x4;i=1,..,N;d=1,..,D}. En principio, el método EB requiere adicionalmente
identificar en el censo las unidades que ademas estan en la muestra dentro de cada area s;. Vincular los
datos de la encuesta y el censo no siempre es posible en la practica. Sin embargo, el tamafio muestral del
area, ng, es tipicamente muy pequefio comparado con el tamafio poblacional del area, N;. Entonces
podemos usar el predictor “Census best” propuesto por Correa, Molina y Rao (2012), que se obtiene
calculando las esperanzas condicionadas Foﬁdi(e), también para los individuos de la muestra como si no
se observaran, es decir, el predictor Census best de F,; viene dado por

Ng

. 1 -

FEE®) =5 ) Fhai (6). (59
i=1

De la misma forma que el predictor EB, definimos el predictor Census EB de F,,;, reemplazando
en (53) un estimador consistente de 6. Si la esperanza que define ngi(e) no se puede calcular de forma
analitica, como ocurre cuando el indicador tiene una forma complicada, en cada repeticion del
procedimiento Monte Carlo descrito en (1)—(3), se genera el vector censal completo y,; en lugar de
solamente el vector de observaciones fuera de la muestra y 4,-; es decir, aplicamos la aproximacién Monte
Carlo (50) generando y' = pgis + v{P 1y, + €2, donde pys = XaB +Va(Faa — ¥5aB)1n, ¥
efia) ~ N(Oy,, oZdiag;=y n, (kZ)). Si la fraccion muestral n, /N, es despreciable, como suele ser en la
mayoria de casos en la realidad, el estimador Census EB de §; = F,; seré practicamente igual al estimador
EB original.

Para indicadores cuyo calculo tiene un alto coste computacional, como por ejemplo aquellos que
requieren ordenar los individuos de la poblacion en funcion de su poder adquisitivo como los indicadores
Fuzzy monetarios y Fuzzy suplementarios, el tiempo computacional del procedimiento total, incluyendo
el método Bootstrap para el calculo del ECM, se dispara. En este caso, Ferretti y Molina (2012)
propusieron una variacion del predictor EB, Ilamada fast EB, mucho mas rapida computacionalmente. En
el procedimiento Monte Carlo 1-3 para la aproximacion del predictor EB, este procedimiento reemplaza
la generacién del censo en el paso 2 por la generacion de una muestra (distinta en cada repeticién Monte
Carlo) y el calculo de los verdaderos valores de los indicadores en el paso 3 por el calculo de estimadores
basados en el disefio, que solo necesitan una muestra en lugar del censo completo.

Propiedades del predictor EB (aproximadas para el Census EB si n; /N, es despreciable):

Indicadores objetivo: parametros generales.

Requerimientos de datos:
e Microdatos de las p variables auxiliares consideradas, de la misma encuesta donde se observa
la variable de interés.

e Area de interés obtenida de la misma encuesta donde se observa la variable de interés.

e Microdatos de las p variables auxiliares consideradas a partir de un censo o un registro
administrativo (medidas de la misma forma que en la encuesta).
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Ventajas:
e Basado en datos a nivel de individuo, que proporcionan informacion mas detallada que los datos
a nivel de area (también es posible incorporar variables a nivel de area). Ademas, el tamafio
muestral suele ser mucho mayor (n comparado con D).

e Permite estimar indicadores cualesquiera, mientras estén definidos como una funcién de las
variables respuesta Yy;.

e Son insesgados bajo el modelo si los pardmetros del modelo son conocidos.

e Son Optimos en el sentido de minimizar el ECM bajo el modelo, para valores conocidos de los
parametros.

e Se comportan sustancialmente mejor que los estimadores ELL en términos de ECM bajo el
modelo (32) cuando la heterogeneidad no explicada entre areas es significativa. Para areas no
muestreadas (con n; = 0), los estimadores EB y ELL son préacticamente iguales. También seran
practicamente iguales, en este caso para todas las areas, si toda la heterogeneidad entre areas
esta explicada por las variables auxiliares (2 = 0).

e Una vez se ajusta el modelo, se puede estimar para cualquier subarea o subdominio. Incluso se
puede estimar a nivel de individuo.

e Una vez se ajusta el modelo, se pueden estimar al mismo tiempo todos los indicadores (que sean
funcién de Yy;) que se desee, sin necesidad de ajustar un modelo distinto para cada indicador.

Desventajas:
e Estan basados en un modelo. Por tanto, es necesario comprobar que el modelo se ajusta
correctamente (e.g., a través de los residuos).

¢ No tienen en cuenta el disefio muestral. No son insesgados bajo el disefio y pueden tener un
sesgo considerable bajo disefio informativo.

o Pueden verse seriamente afectados por atipicos aislados o por la falta de normalidad.

e Los estimadores del ECM obtenidos mediante el método Bootstrap paramétrico son
computacionalmente intensivos.

Ejemplo 7. Estimadores EB de las incidencias de pobreza, con R. Continuando con los ejemplos
anteriores, ilustramos como obtener en R los estimadores EB de las incidencias de pobreza, basados en un
modelo con errores anidados para el logaritmo de los ingresos (trasladados con una constante). EI umbral
de pobreza se ha calculado de antemano como el 60% de la mediana de los ingresos, y resulta ser z =
6557.143. Usando este umbral, necesitamos definir la funcién que nos da la incidencia de pobreza:

povertyincidence <- function(y) {
result <- mean(y < 6557.143)
return (result)

}

Ahora llamamos a la funcién que calcula los estimadores EB seleccionando como indicador dicha funcién
povertyincidence, tomando transformacion logaritmo (por defecto) y afiadiendo la constante
constant=3500 a los ingresos antes de dicha transformacion, y utilizando repeticiones para la
aproximacion de Monte Carlo de los estimadores EB. La constante mencionada se selecciona de manera
que los residuos del ajuste muestren una distribucién aproximadamente simétrica, ya que el método EB
descrito se basa en la distribucion normal. Antes de llamar a la funcion, fijamos la semilla de los
generadores de nlmeros aleatorios para que la funcién nos proporcione las mismas estimaciones en el caso
de repetir la llamada a esta funcidn, e inicializamos el vector que contendra a los estimadores EB. :
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povinc.EB<-numeric(D)

set.seed(123) # Fijamos la semilla para niumeros aleatorios
res.EB<-ebBHF(income~age2+age3+aged+age5+natl+educl+educ3+laborl+labor2,dom=prov,
selectdom=selprov,Xnonsample=Xoutsamp,MC=50,constant=3500,indicator=povertyincidence)
povinc.EB[selprov]<-res.EBSebSeb

Para cualquier modelo, conviene analizar los residuos para comprobar que los datos no presenten
evidencias claras en contra del modelo asumido. Dado que el método EB requiere normalidad,
representamos un histograma y un grafico g-q de normalidad de los residuos:

resid.EB<-res.EBSfitSresiduals
hist(resid.EB,main="",xlab="Residuals")
ggnorm(resid.EB,main="")

Gréfico 8
Histograma (izquierda) y q-q plot de normalidad (derecha) de los residuos del ajuste del modelo
con errores anidados al logaritmo de los ingresos
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Fuente: Elaboracién propia.

Ambos graficos (grafico 8) muestran que la distribucion de los residuos es aproximadamente
normal. Por el contrario, si ajustamos el modelo a los ingresos sin la transformacion logaritmo, tanto el
histograma como el gréafico g-q de normalidad (no se incluyen por brevedad) muestran una distribucién
marcadamente asimétrica a la derecha. Por tanto, dicha transformacion es necesaria para no alejarnos de
la hipétesis de normalidad.

Finalmente, calculamos los estimadores Bootstrap del ECM de los estimadores EB con B=200
iteraciones Bootstrap y MC=50 iteraciones para la aproximacién Monte Carlo de los estimadores EB.

set.seed(123)

povinc.mse.res<-
pbmseebBHF(income~age2+age3+aged+ageS5+natl+educl+educ3+laborl+labor2,dom=prov,select
dom=selprov,Xnonsample=Xoutsamp,B=200,MC=50,constant=3500,
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indicator=povertyincidence)

povinc.eb.mse<-numeric(D)
povinc.eb.mse[selprov]<-povinc.mse.resSmseSmse

Finalmente, comparamos graficamente los estimadores EB con los directos HT, FH y EBLUPs
basados en el modelo con errores anidados de las incidencias de pobreza para las provincias seleccionadas:

k<-6

M<-max(povinc.dir[selprov],povinc.FH[selprov],povinc.BHF[selprov],povinc.EB[selprov])
m<-min(povinc.dir[selprov],povinc.FH[selprov],povinc.BHF[selprov],povinc.EB[selprov])
plot(1:5,povinc.dir[selprov],type="n",ylim=c(m,M+(M-m)/k),xlab="Province",ylab="Estimator",
xaxt="n")

points(1:5,povinc.dir[selprov],type="b",col=1,lty=1,pch=1,lwd=2)
points(1:5,povinc.FH[selprov],type="b",col=4,ty=4,pch=4,lwd=2)
points(1:5,povinc.BHF[selprov],type="b",col=5,Ity=5,pch=5,lwd=2)
points(1:5,povinc.EB[selprov],type="b",col=6,lty=6,pch=6,lwd=2)

axis(1, at=1:5, labels=nd[selprov])
legend(1,M+(M-m)/k,legend=c("DIR","FH","EBLUP","EB"),ncol=4,col=c(1,4,5,6),Iwd=rep(2,4),
lty=c(1,4,5,6),pch=c(1,4,5,6))

M<-max(povinc.dir.var[selprov],povinc.FH.mse[selprov],povinc.BHF.mse[selprov],
povinc.eb.mse[selprov])
m<-min(povinc.dir.var[selprov],povinc.FH.mse[selprov],povinc.BHF.mse[selprov],
povinc.eb.mse[selprov])

plot(1:5,povinc.dir.var[selprov], type="n",ylim=c(m,M+(M-m)/k),xlab="Province",ylab="CV",
xaxt="n")

points(1:5,povinc.dir.var[selprov],type="b",col=1,Ity=1,pch=1,lwd=2)
points(1:5,povinc.FH.mse[selprov],type="b",col=4,lty=4,pch=4,lwd=2)
points(1:5,povinc.BHF.mse[selprov],type="b",col=5,Ity=5,pch=5,lwd=2)
points(1:5,povinc.eb.mse[selprov],type="b",col=6,Ity=6,pch=6,lwd=2)

axis(1, at=1:5, labels=nd[selprov])
legend(1,M+(M-m)/k,legend=c("DIR","FH","EBLUP","EB"),ncol=4,col=c(1,4,5,6),lwd=rep(2,4),
lty=c(1,4,5,6),pch=c(1,4,5,6))

Segun el Gréafico 9 (izquierda), los estimadores EB se parecen en gran medida a los EBLUPs. Esto
es razonable ya que ambos se basan en un modelo a nivel de individuo, aunque los estimadores EB ajustan
el modelo para el logaritmo de los ingresos, mientras que los EBLUP ajustan el modelo al indicador binario
de tener o no ingresos por debajo del umbral (variable poor). Teéricamente, el modelo asumido por los
EBLUPs no es cierto, puesto que la variable respuesta es binaria y los predictores pueden proporcionar
valores fuera del intervalo. Ademas, a pesar de la similitud de las estimaciones EB y EBLUP, el Grafico
9 (derecha) indica que los estimadores EB son mas eficientes que los EBLUPs.
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Gréfico 9
Estimaciones EB, EBLUP de la inicidencia de pobreza basados en el modelo por errores anidados, FH
y directas HT (izquierda), y ECMs de dichos estimadores (derecha) para las provincias seleccionadas
(En proporciones)
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Fuente: Elaboracién propia.

E. Método jerarquico Bayes bajo el modelo con errores anidados

El célculo de los estimadores EB (o Census EB) junto con sus ECMs estimados requiere computacion
intensiva y puede ser inviable para poblaciones muy grandes o para indicadores muy complejos (por
ejemplo, los que requieren ordenaciones). Obsérvese que para obtener la aproximacion Monte Carlo del
estimador EB, es necesario construir A censos y(®, a = 1, ..., A, que pueden ser de gran tamafio. Ademas,
para estimar el ECM mediante Bootstrap, es necesario repetir la aproximacién Monte Carlo para cada
réplica Bootstrap. Con el objeto de desarrollar un método computacionalmente mas eficiente, Molina,
Nandram y Rao (2014) propusieron el método jerarquico Bayes (en inglés, hierarchical Bayes, HB) para
la estimacién de indicadores generales. Este procedimiento no requiere el uso de métodos Bootstrap para
la estimacion del ECM ya que proporciona muestras de la distribucién posterior del indicador de interés,
a partir de las cuales se pueden obtener facilmente varianzas posteriores que juegan el papel de ECM, o
cualquier otra medida resumen.

El método HB se basa en reparametrizar el modelo con errores anidados (32) en términos del
coeficiente de correlacion intraclase p = 62/(02 + 02) y considerando distribuciones previas para los
parametros del modelo (B, p, 52) que reflejan la falta de informacion previa sobre ellos. Concretamente,
consideramos el siguiente modelo HB:

. ind ’ ,
(@) Yailug, B, o2 ~ N (x4’ B + ug, Uezzkczii)' i=1,..,Ng,

(ii)ud|p,agi@1v(o,1fpag), d=1,..D,

1
(iii)n(p’,p,aez)oc?, e<p<1l-—¢02>0B€ERP,
e

donde € > 0 se selecciona muy pequefio para reflejar falta de informacion previa. Véase la aplicacion
realizada por Molina, Nandram y Rao (2014), donde la inferencia no es sensitiva a pequefios cambios de e.
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La distribucion posterior de los parametros del modelo se puede calcular en funcién de las
distribuciones condicionadas usando las reglas de la cadena de la forma siguiente. En primer lugar,
obsérvese que, bajo el método HB, los efectos aleatorios u = (uy, ..., up)’ Se consideran pardmetros
adicionales. Entonces, la densidad conjunta del vector de parametros 8 = (u’,B’,02,p)’ dadas las
observaciones de la muestra y viene dada por

n(u,B, O.eZ, p|3’s) = ﬂl(lllﬁ, 0-62l P, ys)n2(3|0'§,p,ys)ﬂ3(dez|p, J’s)7T4(P|Ys)' (54)

donde todas las densidades condicionadas excepto m, tienen formas conocidas. Como p esta definido en
un intervalo cerrado dentro de (0,1), podemos generar valores de m, usando un método de rejilla, para
mas detalles véase Molina, Nandram y Rao (2014). Asi, se pueden generar muestrasde 8 = (u’, B’, 62, p)’
directamente de la distribucion posterior dada en (54), sin necesidad de utilizar métodos Monte Carlo de
cadenas de Markov (en inglés, Markov Chain Monte Carlo, MCMC). Bajo condiciones generales, se
puede garantizar una distribucién posterior propia.

Dado 6, bajo el modelo HB (i)—(iii), las variables Yy ; para todos los individuos de la poblacién son
independientes y verifican

Yyil0 % N (i’ B + ug,02k2), i=1,..,Nyd=1,..,D. (55)

La densidad predictiva de y, viene dada por

f0aly) = [ [ [£ Gatom@ly,do,

i€rg

donde (8|y,) viene dada en (54). Finalmente, el estimador HB del pardmetro 6; = &4(y4) €S

84" = Ey,, (8alys) = f 6a V) f Yarlys)dyar- (56)

Este estimador se puede aproximar mediante simulacion Monte Carlo. Para ello, generamos
muestras de la distribucion posterior (8|y,) de la forma siguiente. En primer lugar, generamos un valor
p@ de m,(p|ys) usando un método de rejilla (véase Molina, Nandram y Rao, 2014); después, generamos

o2 de 75 (2|p@, y,); a continuacion, B@ se genera de o (B|o> Y, p@, y,) v, finalmente, se genera
u@ de 7, (u|B@, 62P, p@, y.). Este proceso se repite un nimero grande A de veces, para obtener una
muestra aleatoria 8®, a = 1, ..., A, de m(8|y;). Por cada valor generado 8@ de (8|y.), generamos los

valores fuera de la muestra {Yd(la),l € rd} de la distribucion dada en (55) obteniendo, para cada area d, el
vector de variables fuera de lamuestray,, . @ Uniéndolo al vector de datos en la muestra y 4, construimos
el vector censal yd = (Vg (y(a)) ). Usando ahora y , calculamos el indicador en cuestion

5(“) 6, (y(a)) y repetimos para a = 1, ..., A. Finalmente, el estimador HB de &, es la media posterior,
gue se aproxima de la forma

= By, (8alys) ~ 26“‘) )
Para areas no muestreadas (ng; = 0), ya que no existen observaciones muestrales, se tiene
¥ =y asi que se genera el vector censal completo y» = (v, ..., (a)) de la distribucién (55).

Como medida de error de estimacion del estimador HB, §52, se proporciona la varianza posterior
aproximada de forma similar,

LBI»—k

A
V(alys) ~ Z 65 - 84e).. (59)
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Para el caso particular del indicador FGT de orden «, 6, = F,4, en la repeticion Monte Carlo a,

calculamos FOEZ) usando yff) aplicando (39) y el estimador HB es

A
A 1
Fip =2 FD. (59)
a=1

Al igual que los métodos ELL y EB, si se desea estimar algin indicador no lineal, este método
requiere tener disponible, ademas de los datos de la encuesta de donde se extraen los valores de la variable
de interés, un censo o registro administrativo del cual obtener los microdatos de las variables auxiliares.
Si no es posible identificar los individuos de la encuesta en el censo o registro, es posible calcular un
estimador Census HB de forma similar al Census EB. En este estimador, aun disponiendo de valores en la
muestra y 4, éstos se ignorarian y se generaria el vector censal completo y;“), generando cada valor Y;l.“)
de (55) y el procedimiento seria el mismo que si el area no estuviera muestreada.

Resumen del estimador HB basado en el modelo con errores anidados:

Indicadores objetivo: parametros generales.

Requerimientos de datos:
e Microdatos de las p variables auxiliares consideradas, de la misma encuesta donde se observa
la variable de interés.

o Area de interés obtenida de la misma encuesta donde se observa la variable de interés.

e Microdatos de las p variables auxiliares consideradas a partir de un censo o un registro
administrativo (medidas de la misma forma que en la encuesta).

Ventajas:
¢ Basado en datos a nivel de individuo, que proporcionan informacion mas detallada que los datos
a nivel de area (también es posible incorporar variables a nivel de area). Ademas, el tamafio
muestral suele ser mucho mayor (n comparado con D).

e Permite estimar indicadores cualesquiera, mientras estén definidos como una funcién de las
variables respuesta Yy;.

e Son insesgados bajo el modelo si los parametros del modelo son conocidos.
e Son Optimos en el sentido de minimizar la varianza posterior.
e En nuestros estudios de simulacion, resultan ser practicamente iguales a los estimadores EB.

e Una vez se ajusta el modelo, se puede estimar para cualquier subarea o subdominio. Incluso se
puede estimar a nivel de individuo.

e Una vez se ajusta el modelo, se pueden estimar al mismo tiempo todos los indicadores (que sean
funcién de Y;) que se desee, sin necesidad de ajustar un modelo distinto para cada indicador.

e Al contrario que la mayoria de los procedimientos bayesianos, el método HB propuesto no
requiere el uso de métodos MCMC y por tanto no requiere la monitorizacion de la convergencia
de las cadenas de Markov.

e No requiere la utilizacién de métodos Bootstrap para la estimacion del ECM. Por lo tanto, el
tiempo computacional total puede ser considerablemente menor que en el método
EB+Bootstrap.

e El célculo de intervalos creibles o cualquier otro resumen de la distribucion a posterior es
automatico.
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Desventajas:
e Estan basados en un modelo. Por tanto, es necesario comprobar que el modelo se ajusta
correctamente (e.g., a través de los residuos predictivos o de validacion cruzada, véase Molina,
Nandram y Rao, 2014).

¢ No tienen en cuenta el disefio muestral. No son insesgados bajo el disefio y pueden tener un
sesgo considerable bajo disefio informativo.

o Pueden verse seriamente afectados por datos atipicos aislados o por la falta de normalidad.

e EIl método HB no se puede extender directamente a modelos mas complejos sin perder alguna
de las ventajas mencionadas, como por ejemplo el evitar la aplicacién de métodos MCMC.

F. Métodos basados en modelos lineales generalizados mixtos

El acceso a determinados servicios educativos o sanitarios, o la disponibilidad de ciertas comodidades en
la vivienda se miden habitualmente en un area concreta mediante las proporciones de personas en esa area
que tienen acceso o0 no al servicio o comodidad en cuestion. Los modelos lineales mixtos considerados
hasta ahora no proporcionan predicciones en el espacio natural [0,1] en el que estan las proporciones. Para
obtener predicciones en dicho espacio, es habitual considerar modelos lineales generalizados mixtos (en
inglés, generalized linear mixed models, GLMM). Si Y,; € {0,1} es la variable binaria que mide la carencia
0 no del servicio o comodidad en cuestidn, el modelo de estimacidn en areas pequefias mas habitual es el
GLMM con efectos aleatorios de las areas, dado por

Yyilvg ~ Bern(pgi), g(Pai) = Xgi' @ + vg,v4 oy 0,62),i=1,..,Ng3,d =1,...,D, (60)

donde v, es el efecto del area d, a es el vector de coeficientes de la regresiony g: (0,1) — R es la funcién
vinculo (biyectiva, con derivada continua). En particular, el vinculo logistico dado por g(p) =
log (p/(1 — p)) es probablemente el mas utilizado en la préctica.

Como se ha comentado anteriormente, el mejor predictor bajo el modelo (el cual minimiza el ECM
bajo el modelo) de la proporcién P,; = Y, viene dado por

~ 1
PE®) = ERalyasi®) = 51 ) Yurt ) E ulyas 0) (61)

i€sg i€Erg

La distribucion de Yy;|y4s depende del vector 8 = (a’,02)’ de parametros del modelo. En la
préctica, obtenemos el predictor EB reemplazando @ por un estimador consistente 8 en el mejor predictor,
es decir, PE® = PE(9).

El estimador @ = (@',52)' de @ = (a',52)’ se obtiene ajustando el modelo GLMM dado en (60) a
los datos muestrales y, = (y4s', ..., ¥ps')'. Si se desea ajustar el modelo mediante el método de maxima
verosimilitud, es necesario maximizar la verosimilitud dada por f(y,) = fRD f (yslv)f(v)dv, donde v =
(v1, -, Vp)". Bajo el GLMM mencionado, dicha verosimilitud no tiene forma explicita. Por tanto, para
este método de ajuste es necesario utilizar aproximaciones de la integral (e.g. numéricas) junto con técnicas
de maximizacién numérica. Una vez se ha ajustado el modelo, necesitamos calcular las esperanzas
E(Yy4|yas; @) que definen el predictor EB. Una forma de aproximar esta esperanza seria utilizando el
Teorema de Bayes y el hecho de que, dado v, las variables {Y,;;i = 1, ..., N;} son todas independientes.
En este caso, dicha esperanza se puede expresar de la forma

E{h(xg'a + vg)f (Vas|va); 0}
E{f Vaslva); a}

E(Ygilyas: 0) = , €Ty, (62)

donde h = g~ es el vinculo inverso y
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fYaslva) = HPZ? (1= pg)*~7e)

iESd (63)
= 1_[ h(xg'a+vy)Yea{l — h(xg'a+ vy)}AYad,

i€sg

Para el vinculo logistico, el vinculo inverso es h(xg'a+vy) =exp (xg'a+vy)/{1+
exp (xg4;'a + vy)}. Utilizando (63), podemos aproximar las dos esperanzas que aparencen en (62)

mediante simulacién Monte Carlo, generando ugﬂ ~N(0,62),r =1,...,R, y después calculando
R TR h (xai'@ + 05N f aslvg”)
RTZE f Waslvg”)

donde f es la densidad condicionada f (y4s|v4), con a reemplazado por @.

E(Yailyas: 0) = , LETy, (64)

El mejor predictor (61) tiene ECM minimo y es insesgado bajo el modelo (60). Sin embargo, ajustar
el GLMM vy calcular la aproximacion Monte Carlo de PE® como se ha descrito, requiere un tiempo
computacional considerable. La estimacion del ECM de los predictores EB mediante un procedimiento de
remuestreo incrementa considerablemente el tiempo computacional, haciéndolo inviable para poblaciones
muy grandes. Ademas, al estimar los parametros del modelo 8 y reemplazar los estimadores para obtener
la versién empirica del mejor predictor (EB), perdemos la insesgadez.

Existen estimadores simples que, a pesar de no ser 6ptimos, se asimilan enormemente a los 6ptimos
bajo ciertas condiciones y se pueden obtener directamente de la salida del software habitual para el ajuste
de GLMMs. Cuando se estima una proporcion, si @ y 9, son los estimadores de a y v, que devuelve el
software, se puede calcular un estimador por el método de la analogia (en inglés, plug-in) simplemente
prediciendo los valores fuera de la muestra a través del modelo, es decir, tomando

5Pl _ L § E 5
Py = N Yor + ) Dai | (65)
a

i€sq i€rg

donde py; = h(xg'@ + Dy) es el valor predicho de la observacion fuera de la muestra Yy;, i € ry. Para
0 = (a’,02)’ conocido, el estimador plug-in, PX’, no puede tener menor ECM que el mejor predictor P%.
De hecho, al contrario que el mejor predictor, el estimador plug-in no es insesgado a menos que la funcién
vinculo sea lineal. Sin embargo, el estimador plug-in es mucho mas facil de calcular. Los dos estimadores
coinciden cuando la funcién vinculo g(-) es lineal. En el caso del vinculo logistico g(p) = log (p/(1 — p)),
éste es aproximadamente lineal para p € (0.2,0.8) como se muestra en el Gréafico 10. Esta linealidad
aproximada de g(p) para valores centrales de p nos hace pensar que el estimador plug-in (65) basado en
el modelo con vinculo logistico debe ser muy similar al predictor EB, PZ, en términos de ECM, al menos
para valores no muy extremos de p. Ademas, esta linealidad aproximada para valores centrales de p
también hace que ambos estimadores, EB y plug-in de la proporciéon P, = Y, se parezcan al EBLUP,
PEBLUP — yEBLUP hasado en el modelo con errores anidados descrito en el capitulo I. Esto significa que,
para estimar proporciones de individuos con cualidades ni demasiado poco ni extremadamente frecuentes,
también tiene sentido utilizar dicho EBLUP.
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Gréfico 10
Vinculo logistico

a(p)
0
|

Fuente: Elaboracién propia.

Ambos métodos, EB y plug-in, basados en modelos no lineales como el GLMM dado en (60), incluso
estimando medias Y, requieren disponer de los valores de las variables auxiliares para todos los individuos
(microdatos), obtenidos de un censo o un registro administrativo. Esto es necesario para calcular la
esperanza E (Yy;|y4s; @) en el caso del predictor EB, o para predecir la probabilidad pg; en el caso del
estimador plug-in. Sin embargo, el EBLUP de Y, solo requiere, ademas de los datos de la encuesta, las
medias poblacionales de dichas variables en las areas. Dichos datos agregados suelen estar disponbibles
sin restricciones de confidencialidad.

En principio, se podria utilizar el GLMM dado en (60) para estimar la incidencia de pobreza
(indicador FGT de orden a = 0), Fy,. Para la brecha de pobreza (indicador FGT con a = 1), F,4, no
tendria sentido utilizarlo pues no son proporciones, ya que los valores individuales F; 4; no son variables
binarias. En el caso de la incidencia de pobreza, tomando como variable respuesta binaria
Y4 = I(E4; < z), obtenemos P, = F,4. El mejor predictor resultante toma la expresion (47) de la Seccion
V.D, pero la esperanza que aparece en el segundo término seria respecto de la distribucién condicionada
bajo el modelo (60) y habria que aproximarla de forma numérica; e.g., como en (64) ya que, en este caso,
las distribuciones condicionadas Yy;|y4s no tienen una forma conocida. Como se ha mencionado, el
estimador plug-in (65) seria menos costoso computacionalmente. De nuevo, en el caso de no poder
identificar las unidades de la encuesta en el censo o registro, es posible utilizar un estimador Census EB
sustituyendo en el predictor (61) las observaciones de la muestra Y,;, i € s4, con predicciones obtenidas
como en (62), o usando como prediccion py; en el caso del estimador Census plug-in.

El ECM del correspondiente predictor (EB o plug-in) se puede estimar mediante un procedimiento
Bootstrap de la forma siguiente (véase Gonzalez-Manteiga et al., 2007):

1) Ajustar el GLMM dado en (60) a los datos de la muestra s, obteniendo estimadores 62 y @ de los
parametros del modelo.
2) Generar efectos aleatorios Bootstrap

v, P %N (0,62), d=1,..,D.

3) Generar un censo Bootstrap y;(b) = (Yq1, -, Yan,)', de la forma
* ind * * IPS * .
Ydi(b) = Bern(pd(ib)),pd(ib) = h(xg'@+ Ud(b)),l =1,..,Ng;d=1,..,D, (66)

y calcular los verdaderos valores de los indicadores P;(b) = Y;(b), d=1,..,D.
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4) Paracadaédread = 1,...,D, extraer del censo Bootstrap y;(b ) Jos elementos de la muestra de esa

area, Yy;, i € 5311 construyendo el vector y;(s

b *(b) *(b) *(b)

). Sea Ys = (s ) (¥ps )" el vector con

los valores en la muestra de todas las areas, siendo s = s; U -+ U sp la muestra original.

5) Ajustar el modelo (60) a los datos Bootstrap y,  y calcular los predictores Bootstrap ﬁd

*(b) EBx(b)

d=1,..,D.
6) Repetir los pasos 2)-5), para b = 1, ..., B. El estimador Bootstrap del ECM del predictor P8
viene dado por

B
mseg(P58) = B~1 Z(ﬁfB*(b) - P;(b))z.
b=1

Resumen de caracteristicas del predictor EB/plug-in basado en el GLMM, en comparacion con los
métodos aplicables a la estimacion de medias:

Indicadores objetivo: Proporciones o totales de una variable binaria (e.g. carencia o no de determinado
bien o servicio).

Requerimientos de datos:

Microdatos de las p variables auxiliares consideradas, de la misma encuesta donde se observa
la variable de interés.

Area de interés obtenida de la misma encuesta donde se observa la variable de interés.

Microdatos de las p variables auxiliares consideradas a partir de un censo o un registro
administrativo (medidas de la misma forma que en la encuesta).

Ventajas:

e Elnlmero de observaciones usadas para ajustar el modelo es el tamafio muestral total n, mucho
mayor que el nimero de areas en los modelos FH. Por tanto, los pardmetros del modelo se
estiman con mucha eficiencia y las ganancias en eficiencia respecto a los estimadores directos
tienden a ser mayores que con los modelos FH.

e El modelo de regresion considerado incorpora heterogeneidad no explicada entre las areas.

e Al contrario que en el modelo FH, no se necesita conocer ninguna varianza.

e Se pueden desagregar las estimaciones para cualquier subdominio o subarea deseada dentro de
las éreas; incluso a nivel de individuo.

e Se puede estimar en areas no muestreadas.

Desventajas:

Se basan en un modelo; por tanto, es necesario analizar dicho modelo (e.g. a través de los
residuos).

No tiene en cuenta el disefio muestral. Por tanto, no es insesgado bajo el disefio y es mas
apropiado para el muestreo aleatorio simple. Se verd afectado por disefios muestrales
informativos.

Los microdatos suelen ser obtenidos de un censo o registro administrativo, y suelen existir
problemas de confidencialidad que limiten el uso de este tipo de datos.

El estimador del ECM bajo el modelo obtenido e.g. por procedimientos Bootstrap es correcto
bajo el modelo considerado, y no es insesgado bajo el disefio para el ECM bajo el disefio para
un area concreta.

El predictor EB (a diferencia del estimador plug-in) posee un elevado coste computacional.
El ECM del predictor EB obtenido e.g. mediante un procedimiento Bootstrap tiene un coste
computacional excesivamente alto y puede ser inviable para poblaciones muy grandes. Para
el predictor plug-in, el coste es considerablemente menor.

Requieren un reajuste para verificar la propiedad “benchmarking”: que la suma de los totales
estimados en las areas de una region mayor coincida con el estimador directo para dicha area.
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VI. Aplicacion: estimacion de ingresos medios
y tasas de pobreza en Montevideo

En este capitulo vamos a utilizar algunas de las técnicas descritas anteriormente para la estimacion de los
ingresos medios y las incidencias de pobreza no extrema para las secciones censales y para los dos géneros
en Montevideo, Uruguay. Para ello, usaremos datos de la Encuesta Continua de Hogares (ECH) y del
Censo de Poblacion, ambos de 2011. El objeto de esta aplicacion es meramente ilustrativo v,
probablemente, mejorable mediante la realizacion de una bisqueda mas intensiva de informacién auxiliar.
Por tanto, los resultados obtenidos en esta aplicacion no se deben considerar como estimaciones definitivas.

Puesto que los parametros de los modelos a considerar pueden depender del género, para cada tipo
de estimador ajustaremos modelos separados para cada género. Concretamente, vamos a calcular
estimaciones directas usando los microdatos provenientes de la ECH para cada seccién y género,
estimaciones FH basadas en el modelo basico a nivel de area (21), usando como informacién auxiliar
ciertos totales de poblacion para cada seccion y género, extraidos del censo y, finalmente, estimaciones
Census EB basadas en el modelo basico a nivel de individuo (38) para el logaritmo de los ingresos, usando
microdatos del censo de algunas variables medidas también en la ECH. Obsérvese que, incluso si solo se
estimase la media de los ingresos, que es un parametro lineal en los ingresos de los individuos en el area,
al realizar una transformacién no lineal (logaritmica) de la variable respuesta en el modelo con errores
anidados (38), el parametro objetivo, escrito en funcién de los valores de la variable respuesta del modelo,
es un parametro no lineal en los valores de la variable respuesta del modelo. Por tanto, en este caso, el
EBLUP no tiene sentido ya que es un estimador lineal en los valores de la variable respuesta del modelo
en la muestra y necesitamos recurrir a la metodologia EB. Adicionalmente, dado que los individuos de la
ECH no estan identificados en el censo, consideramos el estimador Census EB. Ademas de los estimadores
puntuales, se obtendran estimaciones de los ECMs de cada estimador. Se han realizado los calculos usando
los paquetes de R sae (Molina y Marhuenda, 2015) y Ime4 (Bates et al. 2015).

Los tamafios poblacionales segin el cuestionario censal completo (para moradores presentes en
viviendas particulares) del Censo de Poblacion de 2011 en Montevideo son N = 656,162 para mujeres y
N = 566,698 para hombres. Los tamafios muestrales de la ECH, después de descartar datos faltantes, son
n = 26,233 para mujeres y n = 22,464 para hombres. Para las D = 25 secciones que aparecen en el
censo, los tamafios muestrales varian entre 56 y 3482 para mujeres y entre 65 y 2820 para hombres.
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Aunque no son tamafios muestrales excesivamente pequefios, vamos a ver que, aun asi, las técnicas de
estimacion en areas pequefias pueden proporcionar estimaciones mas precisas, midiendo dicha precision
en términos de error cuadratico medio. También hay que tener en cuenta que, segun los datos disponibles,
las incidencias de pobreza en Montevideo son relativamente bajas y, para estimar estas cantidades con
precision usando estimadores directos, los tamafios muestrales necesarios por seccidn y género deben ser
mayores que para estimar proporciones cercanas a 0.5 o medias de variables continuas, como los ingresos
medios. De hecho, incluso si el tamafio muestral no es excesivamente pequefio, el estimador directo puede
resultar igual a cero debido a que no se obtenga ningun individuo con ingresos por debajo del umbral de
pobreza. El umbral de pobreza no extrema para areas urbanas en el afio 2011 es de 3,182 pesos uruguayos.

Tanto para los ingresos medios E; = Nj* Z?’z ¢ Eq; como para las incidencias de pobreza
Foq = Nt Z?’jl I (E4 < z) para cada seccién censal y género, los estimadores directos correspondientes,

EPIR y FPIR 'y sus varianzas muestrales estimadas var, (ES'R) y var, (FE/®) se obtienen usando los
microdatos de la ECH en las férmulas (4)—(6). Esto es lo que nos proporciona la funcion direct() del
paquete sae, introduciendo los pesos muestrales de la ECH. Como tamarios poblacionales de las secciones
censales, Ny, utilizamos los tamafios obtenidos del Censo.

Los estimadores FH y sus errores cuadraticos medios estimados se obtienen a partir del modelo
(21) para 6, = E; 0 84 = Foq. En el caso de los ingresos medios, §; = E,, para ambos géneros,
consideramos como variables auxiliares agregadas a nivel de seccion censal (componentes de x, en el
modelo), las proporciones censales de individuos alfabetizados, de individuos inactivos distintos de
jubilados, la edad media y los afios de estudio medios. Para las incidencias de pobreza, §; = Fy,4, Solo
resultan significativas las proporciones de individuos alfabetizados y las de individuos cesantes. Los
estimadores FH se pueden obtener mediante la funcion eblupFH() del paquete sae que implementa la
férmula dada en (24). Como vector de variables respuesta del modelo, se establece el vector de

estimaciones directas obtenidas anteriormente E2'R o F2/® segiin sea el caso, y, como varianzas 4, las

estimaciones de las varianzas muestrales var,, (E2'F) o var, (F2IR). Los ECMs estimados, msepg (85%),
se obtienen mediante las férmulas analiticas de la Seccion V.A, para el ajuste mediante el método REML,
y en R se obtienen usando la funcién mseFH() del paquete anterior.

Los estimadores FH de la incidencia de pobreza pueden tomar el valor cero (al igual que los
estimadores directos) en los dominios en los que no existan individuos con ingresos por debajo del umbral
de la pobreza. Ademas, los ECMs estimados mediante la formula analitica mencionada también toman el
valor cero. En estos casos, consideramos que dichas estimaciones FH no son fiables y, en su lugar,
calculamos los estimadores sintéticos 65 = x,'B. Sus ECMs se obtienen mediante la formula (6.2.14)
de Rao y Molina (2015), reemplazando el estimador REML de la varianza de los efectos del dominio.

A pesar de que el EBLUP basado en el modelo Fay-Herriot no requiere normalidad, la aproximacion
analitica del ECM obtenido de esta forma si requiere normalidad. Como podemos ver en el histograma y
el grafico g-q de normalidad para mujeres (Grafico 11), la distribucion de los estimadores directos de los
ingresos medios para las D=25 secciones censales no se ajustan a una distribucién normal, pero tampoco
se aleja excesivamente, hay que tener en cuenta que el nimero de observaciones usadas para construir el
histograma (D=25) es pequefio. Para hombres, los graficos son similares. Este no es el caso de los
estimadores directos de las incidencias de pobreza no extrema, véase el Gréafico 12. Por tanto, hay que tener
en cuenta que los ECMs estimados de dichas incidencias de pobreza pueden no corresponder a la realidad.
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Gréfico 11
Histograma (izquierda) y grafico g-q de normalidad (derecha) de los estimadores directos de los
ingresos medios paralas D = 25 secciones censales de Montevideo, en el caso de Mujeres
(En pesos uruguayos, afio 2011)
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Fuente: Elaboracién propia.
Grafico 12

Histograma (izquierda) y gréafico q-q de normalidad (derecha) de los estimadores directos
de las incidencias de pobreza no extrema para las D = 25 secciones censales
de Montevideo, en el caso de Mujeres
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Fuente: Elaboracién propia.

Finalmente, obtenemos los estimadores Census EB basados en el modelo a nivel de individuo (38),
usando como variable respuesta log (ingresos + 1000), donde la constante 1000 afiadida a los ingresos
se ha determinado de manera que el histograma de los residuos del modelo ajustado sea aproximadamente
simétrico, véase el histograma de los ingresos originales y de los ingresos transformados de esta forma en
el Gréfico 13. Como variables auxiliares a nivel de individuo en x;, consideramos los indicadores de las
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categorias de la condicion de actividad, la edad y los afios de estudio. EI Graficol4 para mujeres muestra
una relacién aproximadamente lineal creciente entre los ingresos transformados y la edad o los afios de
estudio. El gréfico para hombres es similar. Dado que la transformacion de los ingresos es monotona, esta
relacion indica que, a medida que aumentan la edad o los afios de estudio, también aumentan los ingresos.

Gréfico 13
Histograma de los ingresos sin transformar (izquierda) y transformados de la forma
log(ingresos + 1000) (derecha), en el caso de Mujeres
(En pesos uruguayos, afio 2011)
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Fuente: Elaboracién propia.
Gréfico 14

Ingresos transformados frente a la edad (izquierda) y frente a los afios de estudio (derecha),
en el caso de Mujeres
(En pesos uruguayos- transformacion logaritmica-, afio 2011)

o o
5 o 0O 2 o = o © o
S S Se8 .88eo o0
go,°g88 50829 ° s
° 5 9-° s gl
g 88 ° 88 ¢
=8 Tl 5 Egg
2 < 8
¥ 5
P 5
: ; g
g S 2 24 E 8
2 2 Sge
=] ] 08 °
8 3 3
5 5
o - o - o g
5o
°
© o ® 08 °
)
83 83 g
i) <+ oo 000 o S| oo o o o [
T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100 0 5 10 15 20 25
Edad Afios estudio

Fuente: Elaboracién propia.
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Los estimadores Census EB de las incidencias de pobreza F,,; basados en el modelo con errores
anidados para los ingresos transformados se calculan utilizando las férmulas (53) y (48), reemplazando @
por el estimador 8; en este caso, hemos usado el estimador REML. Aungue, como se ha visto en el Ejemplo
7, la funcidn ebBHF() del paquete sae proporciona los estimadores EB pero no los estimadores Census EB,
si las fracciones muestrales de las areas son pequefias, podemos utilizar la misma funcion para obtener
valores aproximados de los estimadores Census EB, fijando el atributo Xnonsample de dicha funcion (matriz
de valores de las variables auxiliares para la parte de la poblacién fuera de la muestra) igual a la matriz con
los microdatos censales de dichas variables para todos los individuos de las secciones consideradas. En este
caso, se puede comprobar que las estimaciones Census EB y las obtenidas de esta forma presentan diferencias
realmente pequefias.

El mismo modelo ajustado permite obtener los estimadores Census EB de los ingresos medios. Los
estimadores Census EB de los ingresos medios §,; = E,; basados en dicho modelo se obtienen de forma
similar. Concretamente, se obtienen de la forma ES%2 = Nz ¢ ESFB donde, teniendo en cuenta que los
ingresos E4; se obtienen en funcion de las variables respuesta en el modelo Y, de la forma
Eg4; = exp (Yy;) + 1000, entonces ESEZ = E[exp (Y4;)|ys; 8] + 1000. Dicha esperanza se puede obtener
usando la aproximacion Monte Carlo (50) e implementada en la funcién ebBHF(), 0 mediante la férmula
analitica dada en Molina y Martin (2018). En este caso, se ha utilizado dicha férmula analitica pues
précticamente no tiene coste computacional.

Los ECMs estimados de los estimadores Census EB se obtienen mediante una ligera modificacion del
procedimiento Bootstrap descrito en el capitulo V (disefiado en principio para los estimadores EB), usando
B = 500 repeticiones Bootstrap. La diferencia entre los estimadores EB y Census EB radica en el hecho de
que no se pueden identificar las unidades de la ECH en el censo. Por tanto, en cada repeticién Bootstrap no

podemos generar vectores censales y'\”), d = 1,..., D, y de ellos tomar la parte de la muestra y:*. En el
caso de los estimadores Census EB, generamos los censos Bootstrap y:;(b), d =1,...,D, usando los valores

de las variables auxiliares del censo y, por otro lado, se genera el vector de la muestra Bootstrap y:(b) usando
los valores de las mismas variables auxiliares, pero tomados de la ECH. Los verdaderos valores de los

parametros Bootstrap se obtienen a partir de los censos Bootstrap generados, 53’ ) = b4 (y;(b )), d=1,..,D.

El método EB (o Census EB) y el procedimiento Bootstrap utilizados se basan en la hip6tesis de
normalidad; por tanto, en este caso es crucial estudiar si esta hipétesis se verifica, al menos aproximadamente.
En el Gréafico 15 se muestran el histograma y el grafico g-q de normalidad de los residuos del ajuste del
modelo para los ingresos transformados para mujeres. Aungue los datos reales dificilmente se ajustan a un
modelo de forma exacta, y cualquier test va a rechazar la hipétesis nula de normalidad si el tamafio muestral
es grande como en este caso, podemos ver en estos graficos que la distribucién no se aleja excesivamente de
la normal. Si se desea utilizar una distribucion que se ajuste algo mejor a los ingresos, se puede utilizar el
método EB basado en un modelo multivariante GB2 como el propuesto por Graf, Marin y Molina (2018).

Los resultados numéricos detallados para cada seccién censal se muestran en los Cuadros 1-4 del
Anexo. A continuacion, analizamos graficamente dichos resultados y comentamos los resultados obtenidos
para los distintos estimadores. El Gré&ficol6 muestra los valores obtenidos de los estimadores directos, FH y
Census EB de los ingresos medios (izquierda), y los CVs estimados de dichos estimadores (derecha) para
cada seccidn censal, para Mujeres. Las secciones censales (eje x) estan ordenadas de menor a mayor tamario
muestral y se han indicado sus tamafios muestrales en las etiquetas del eje x. Se puede observar como los
tres estimadores toman valores similares, aunque los estimadores directos y FH obtienen practicamente los
mismos valores en este caso. Esto es debido a que, a la hora de estimar los ingresos medios, los tamafios
muestrales de las secciones no son excesivamente pequefios y el peso que otorgan los estimadores FH a los
correspondientes estimadores directos se acercan a uno. Esta es una ventaja de los estimadores basados en
modelos con efectos aleatorios. Sin embargo, y aunque los tamafios muestrales sean moderados, como
podemos observar en el grafico de la derecha, los estimadores Census EB son claramente mas eficientes que
los directos y FH para todas las secciones censales. Esto es debido a que utilizan una mayor cantidad de
informacidn, los microdatos del censo. Para hombres (Gréfico 17), podemos extraer conclusiones similares.
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Gréfico 15

Histograma (izquierda) y grafico g-q de normalidad (derecha) de los residuos del modelo con errores
anidados para los ingresos transformados, en el caso de Mujeres
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Gréfico 16
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Estimaciones directas, FH y Census EB (izquierda) de los ingresos medios, y CVs de los estimadores
(derecha) paralas D = 25 secciones censales de Montevideo, en el caso de Mujeres. Secciones censales
(eje x) ordenadas de menor a mayor tamafio muestral, con tamafios muestrales indicados en el eje
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Gréfico 17
Estimaciones directas, FHy Census EB (izquierda) de los ingresos medios, y CVs de los
estimadores (derecha) para las D = 25 secciones censales de Montevideo, en el caso de Hombres.
Secciones censales (eje x) ordenadas de menor a mayor tamafio muestral,
con tamafios muestrales indicados en el eje
(En pesos uruguayos, afio 2011)
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Para las incidencias de pobreza, las estimaciones y los errores cuadraticos medios para Mujeres y
Hombres se muestran respectivamente en las Graficos18 y 19. En este caso mostramos ECMs en lugar de
CVs debido a que, en el caso de proporciones, para un tamafio muestral fijo, los CVs aumentan a medida
gue la proporcion disminuye; por tanto, los CVs tienen menos sentido como medidas de error de
estimacion, sobre todo cuando las proporciones estimadas toman valores muy pequefios, como es este
caso. De nuevo, los valores de los tres estimadores se parecen para todas las secciones censales excepto
para las de menor tamafio muestral. De hecho, en estas secciones, los estimadores directos para el caso de
Mujeres toman el valor (poco creible) cero debido a que no existen individuos muestreados con ingresos
por debajo del umbral. De hecho, las varianzas estimadas de los estimadores directos también toman el
valor cero para éstas secciones. Hay que tener en cuenta que las varianzas estimadas de los estimadores
directos también estan basadas en las pocas observaciones muestreadas de cada seccién y género. Si
consideramos los estimadores directos poco fiables, sus varianzas estimadas también lo son. Para los
dominios con estimadores directos iguales a cero, los estimadores FH y sus ECMs también son
tedricamente cero. En estos casos, como se ha comentado anteriormente, se han utilizado los estimadores
sintéticos obtenidos del mismo modelo. Podemos observar en los graficos de la derecha cémo los ECMs
de los estimadores directos y FH presentan grandes altibajos. Obsérvese que los ECMs de los estimadores
FH son especialmente grandes para los dominios en los que se han utilizado los estimadores sintéticos. Por el
contrario, los ECMs de los estimadores EB aumentan de forma suave en relacién al tamafio muestral de la
seccion censal. Ademas de tomar valores mas razonables, los ECMs estimados de los estimadores EB
permanecen por debajo de los ECMs de los otros dos estimadores para la mayoria de las secciones censales.

Hay que recalcar que los estimadores basados en modelos pueden proporcionar estimaciones
incluso para las areas no muestreadas, aunque esto no es recomendable ya que para estas areas no es
posible estudiar la bondad de ajuste del modelo. Hablando de bondad de ajuste, como ya se ha mencionado,
para la incidencia de pobreza no extrema no se verifica la hipotesis de normalidad en el modelo Fay-
Herriot. Esto ocurre debido a que los tamafios muestrales son pequefios para algunas de las secciones y las
incidencias de pobreza verdaderas parecen ser bastante pequefias, con lo cual los estimadores directos
tienen una distribucion marcadamente asimétrica y no se verifica el Teorema Central del Limite. Aunque
la normalidad no es necesaria para obtener el estimador FH, si se asume para la estimacion del ECM
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mediante las formulas analiticas consideradas en la Seccion V.A 'y proporcionadas por la funcion mseFH()
del paquete sae. De hecho, un inconveniente adicional de los estimadores obtenidos a partir de este modelo
Fay-Herriot es que pueden resultar valores negativos o mayores que uno, que en el caso de proporciones
no es deseable. Una solucion simple es truncar las estimaciones al valor cero cuando sean negativas y uno
cuando superen este valor. Otra posibilidad es considerar el modelo de regresion (19) para una
transformacion biyectiva de las incidencias de pobreza, g(Fy4), que traslade valores del espacio [0,1] a
valores reales. Sin embargo, la misma transformacion del estimador directo, g(F2IR), no tiene por qué ser
un estimador insesgado para g(Fo,) Y, por tanto, el modelo (20) no se verifica para g (F2I®). En este caso,
el modelo FH para g(FPIR) tendria un sesgo adicional, a menos que se considere el modelo (20) para F2/®
junto con el modelo de regresion anterior para g(Fy4)- En este caso, los dos modelos considerados no se
pueden resumir en un modelo lineal mixto como el dado en (21), es decir, son modelos desparejados (en
inglés, unmatched models). Estimadores basados en modelos desparejados de este tipo se han obtenido
por You y Rao (2002b) basandose en Inferencia Bayesiana.

Como se ha visto, en el caso de poseer informacidn auxiliar a nivel de individuo, las ganancias en
eficiencia de los estimadores que usan esta informacién suelen ser mayores. Sin embargo, en esta
aplicacién se han utilizado las dos fuentes de datos del mismo afio. En afios en los que no se dispone de
un censo actualizado, los estimadores basados en modelos a nivel de individuo pueden proporcionar
estimaciones algo sesgadas. Por tanto, en estos casos, conviene buscar otras fuentes de datos actuales,
como registros administrativos. En el caso de no disponer de fuentes actualizadas de datos a nivel de
individuo, se recomienda cefiirse a modelos a nivel de area. En algunos casos, se pueden encontrar fuentes
de datos agregados a un nivel menor que el area. En ese caso, se podrian utilizar modelos para datos
agregados a ese nivel, que incluyan efectos aleatorios anidados a dos niveles (en inglés, two-fold subarea
level models), véase Torabi y Rao (2014).
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VIl. Conclusiones

En este documento se ha descrito el problema de la desagregacién de las estimaciones estadisticas en areas
0 subgrupos de la poblacién. Se dan recomendaciones acerca de los limites de la desagregacion de las
estimaciones directas y se describen los métodos indirectos basicos, asi como algunos mas sofisticados,
gue permiten superar estos limites. Como se ha visto a lo largo de este documento, los métodos a utilizar
en cada aplicacion concreta dependen principalmente de la forma del indicador en cuestion y del tipo de
informacion auxiliar disponible, no existiendo métodos universales que se puedan utilizar para cualquier
tipo de indicador o de informacion disponible. Por tanto, en cada caso, es necesario estudiar qué métodos
son potencialmente aplicables en funcion de los requerimientos de datos y de las hip6tesis que asume cada
método. En aplicaciones que permitan la utilizacién de diversos métodos, la precision de los estimadores
finales va a depender de en qué medida las variables auxiliares disponibles sean buenas predictoras de la
variable que se modelice en cada caso y de en qué medida se verifiquen las hipétesis correspondientes.

No se puede olvidar que, al mismo tiempo que se demandan estimaciones lo mas precisas posible,
sus medidas de error (habitualmente, los errores cuadraticos medios) deben también estar estimadas con
la mayor exactitud posible o, como minimo, que no exista una infraestimacion de éstas, de modo que no
se proporcione una vision erréneamente optimista de las estimaciones obtenidas. Como se ha mencionado,
al producir estimaciones a nivel local, las comunidades que habitan cada zona a menudo poseen
informacion (aunque sea subjetiva) sobre los valores plausibles de los indicadores en cuestion, y las
estimaciones proporcionadas podrian contradecir este conocimiento local. Por tanto, siempre es necesario
recordar a los usuarios de los datos estadisticos que dichos datos tienen un cierto grado de error, y las medidas
de error que acomparien a estos datos deben reflejar los verdaderos errores cometidos para cada érea.

En este documento se han incluido también métodos bien extendidos para la estimacion de los
errores cuadraticos medios de los correspondientes estimadores indirectos. Sin embargo, no se hace
referencia en este documento a medidas de error que incorporen errores ajenos al muestreo, como por
ejemplo los errores de cobertura, de no respuesta, errores en los datos, debidos a la sustitucion de datos
faltantes, etc. Estos temas requieren de un mayor estudio dentro de la estimacién en areas pequefias.
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Gréfico 18
Estimaciones directas, FH y Census EB (izquierda) de la incidencia de pobreza, y ECMs de los
estimadores (derecha) para las D = 25 secciones censales de Montevideo, en el caso
de Mujeres. Secciones censales (eje x) ordenadas de menor a mayor tamafio
muestral, con tamafios muestrales indicados en el gje
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Tampoco se debe considerar este documento como un compendio exhaustivo de métodos para la
desagregacion (o para la estimacion del error), pues existen multitud de métodos no descritos por falta de
espacio, véase Rao y Molina (2015) para una descripcion mas completa de la mayoria de métodos publicados
anteriormente. En este documento se ha tratado de realizar una introduccion al tema en cuestion, incluyendo
los métodos fundamentales, en el sentido de que conforman la base para el estudio de métodos mas
avanzados, incluyendo solo algunos métodos méas avanzados que estan disefiados para la estimacion de
indicadores sobre las condiciones de vida.
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Resultados de la estimacién de ingresos medios y de las tasas de
pobreza en Montevideo

Cuadro A.1
Estimaciones directas, FH y Census EB de los ingresos medios, errores cuadraticos medios
y coeficientes de variacion estimados de cada estimador, para cada seccién censal
de Montevideo, para mujeres

Sec nyg Directo FH Census EB
Est var cv Est mse cv Est mse cv
1 93 18 5057 12,03 20714,2 1240 5,38 21 1042 4,84
693,71 851,88 1 278,11 095,71 681,38
2 56 13 4664 16,27 12804,1 2589 12,5 14 1423 8,10
277,12 014,87 7 382,73 7 721,23 595,65
3 114 15 3705 12,07 15709,4 1449 7,66 16 804 002,00 5,47
950,53 060,97 1 903,59 405,42
4 172 21 3420 8,42 22818,8 1222 4,84 23 685803,09 3,52
964,73 289,14 8 004,22 513,94
5 277 22 2388 6,90 23 946 571,10 4,18 22 423 246,74 2,95
414,35 487,30 267,98 041,95
6 179 23 4128 8,72 25 1352 4,65 25 703 110,23 3,33
313,57 976,00 010,83 338,30 195,60
7 421 23 1924 5,84 22 1163 4,78 20 256 888,38 2,53
755,31 432,84 592,03 899,22 071,35
8 312 16 1263 6,96 17 736 152,51 4,81 18 321 051,60 3,14
154,17 151,79 851,16 028,97
9 1113 11 161 639,01 3,63 11 151 476,54 3,50 10 59 822,24 2,31
063,69 127,05 598,71
10 3482 22 230 630,51 2,10 22 209 158,99 2,00 20 24 042,91 0,75
823,33 817,42 764,66
11 2081 10 76 660,70 2,64 10 74 127,46 2,62 8 758,45 29 006,70 1,94
473,08 390,16
12 1216 19 419 289,74 3,32 19 347 714,08 3,06 18 75 945,76 1,52
519,30 251.93 123,74
13 1844 10 95 042,46 2,87 10 91 443,15 2,84 8 652,12 38 841,43 2,28
741,54 634,85
14 792 21 790 097,23 4,13 21 560 681,72 3,51 19 113 098,81 1,72
514,74 340,52 518,73
15 607 25 1369 4,65 24 931112,13 3,94 23 187 914,34 1,85
157,71 375,39 472,89 471,75
16 960 7 748,40 84 359,99 3,75 7 81 443,96 3,65 8592,14 68 306,77 3,04
817,03
17 2278 8 167,08 44 950,84 2,60 8 44 341,90 2,56 8 286,72 28 268,28 2,03
217,67
18 2227 34 746 573,51 2,47 34 656 698,10 2.32 33 64 575,27 0,77
942,88 893,09 015.11
19 504 16 709 726,52 5,19 15 526 515,95 4,55 15 156 341,38 2,58
244,32 953,47 340,75
20 1402 12 168 612,47 3,23 12 158 968,95 3,13 12 65 960,74 2,07
724.70 758,27 436,10
21 1667 10 99 478,80 3.02 10 95 005,58 2,93 11 43 098,30 1,83
435,48 526,60 354,96
22 1073 14 272 183,12 3,70 14 248 767,70 3,56 13 82 132,18 2,14
104,97 011.56 370,10
23 478 24 2084022,2 6,01 24 920 424,29 3,85 23 230 604,23 2,04
032,62 1 886,94 547,61
24 1521 28 822 681,41 3,13 28 588 417,88 2,71 26 74 187,48 1,03
948,32 302,65 395,05
99 1364 9 614,82 101 119,90 3,31 9 96674,58 3,26 9 081,88 47 799,87 2,41
548,70
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Cuadro A.2
Estimaciones directas, FH y Census EB de la pobreza no extrema (en %), errores cuadraticos medios y
coeficientes de variacion estimados de cada estimador, para cada seccion censal
de Montevideo, para mujeres

Sec ny Directo FH Census EB
Est var Est mse Est mse

1 93 0,00 0,0000 0,94 1,7750 0,50 0,2707
2 56 0,00 0,0000 6,48 1,8817 2,24 1,0674
3 114 1,68 1,3444 1,74 0,8148 1,51 0,4029
4 172 0,00 0,0000 0,00 1,5588 0,30 0,2303
5 277 0,00 0,0000 0,00 1,5516 0,42 0,1158
6 179 0,00 0,0000 0,00 1,7350 0,20 0,1362
7 421 1,39 0,3732 1,12 0,3327 0,58 0,0810
8 312 1,06 0,3617 1,16 0,3075 0,98 0,1230
9 1113 4,99 0,4874 5,80 0,3948 6,21 0,0888
10 3482 2,41 0.0813 2,43 0,0786 0,55 0.0184
11 2081 11,40 0,6827 10,79 0,5181 10,55 0,0393
12 1216 0,88 0,0681 0,92 0,0662 0,90 0,0341
13 1844 12,85 0,9809 12,03 0,6817 10,97 0,0521
14 792 1,80 0,2872 1,82 0,2580 0,70 0,0532
15 607 0,20 0,0406 0,20 0,0403 0,29 0,0480
16 960 9,75 0,9567 10,43 0,6890 11,09 0,1267
17 2278 11,97 0,5287 11,84 0,4425 12,28 0,0449
18 2227 0,27 0,0128 0,26 0,0127 0,06 0,0148
19 504 0,69 0,1549 0,83 0,1450 1,72 0,0783
20 1402 6,64 0,5047 6,27 0,4047 3,83 0,0518
21 1667 5.61 0,3258 5,89 0,2824 5,08 0,0487
22 1073 4,30 0,4345 4,11 0,3600 2,89 0,0497
23 478 0,00 0,0000 0,00 1,5526 0,29 0,0510
24 1521 0,17 0,0136 0,17 0,0135 0,17 0,0233
99 1364 10,98 0,8465 10,43 0,6014 9,65 0,0898
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Cuadro A.3
Estimaciones directas, FH y Census EB de los ingresos medios, errores cuadraticos medios
y coeficientes de variacion estimados de cada estimador, para cada seccion censal
de Montevideo, para hombres

Sec ny Directo FH Census EB
Est var cv Est mse cv Est mse cv

1 74 24836,71 1147855150 13,64 2315344 2192630,31 6,40 25762,01 1516 931,82 4,78
2 65 20460,87 16472932,99 19,84 15443,37 2435603,57 10,11 1576525 1269 312,32 7,15
3 72 14 298,89 49 73 475,40 15,60 17 664,10 1405 480,47 6,71 16 069,72 1460 721,97 7,52
4 147 26 634,78 6 878 201,92 9,85 2512425 1749 062,81 526 2345291 883 029,38 4,01
5 218 23 222,64 3977 409,63 8,59 24597,89 1109 370,86 4,28 21535,17 568 700,05 3,50
6 141 28 783,87 8278 641,51 10,00 29394,58 2072316,24 4,90 26974,58 956 465,19 3,63
7 343 25127,32 2 855 763,61 6,73 25322,16 1257 216,13 4,43 20 211,77 353 216,26 2,94
8 261 17 701,92 2 187 547,36 8,36 19904,65 1018 640,94 5,07 17 975,03 384 896,60 3,45
9 1032 1147541 190 257,67 3,80 11517,36 174 746,99 3,63 10 253,44 84 239,24 2,83
10 2820 24 575,73 396 689,08 2,56 24 658,69 348 365,27 2,39 21279,59 39 334,03 0,93
11 1882 11079,86 99 418,16 2,85 10975,09 95 447,04 2,81 9 008,44 4274793 2,30
12 1009 21 868,24 638 076,52 3,65 21342,01 481 650,83 3,25 18731,09 88 898,30 1,59
13 1712 10897,03 106 703,48 3,00 10766,13 103 066,30 2,98 8 566,47 44 008,29 2,45
14 641 22 605,70 1 090 803,69 4,62 22 636,34 664 159,72 3,60 1933212 177 272,29 2,18
15 509 28 797,75 2175 732,47 512 2794527 133958293 4,14 23 540,89 232540,09 2,05
16 894 8920,20 130 401,00 4,05 8 893,51 125 439,87 3,98 9 342,98 73 446,28 2,90
17 2095 8749,60 58 161,78 2,76 8 830,39 57 265,48 2,71 8 402,07 37 470,56 2,30
18 1723 38931,89 1332 962,25 2,97 3834754 1019 441,37 2,63 33874,56 93 681,13 0,90
19 417 17 855,77 1230 524,64 6,21 17 640,61 755 965,09 4,93 15893,35 237 964,08 3,07
20 1179 13531,48 248 104,13 3,68 13611,71 229 000,88 3,52 12 318,07 72 710,30 2,19
21 1498 11 147,80 132 574,18 3,27 11290,17 125 020,79 3,13 11 380,39 65 707,49 2,25
22 929 15394,11 397 876,11 4,10 15137,23 349 742,04 3,91 13 156,00 92731,14 2,31
23 392 2794171 3640 071,50 6,83 28804,90 1294 705,53 3,95 23483,98 32158284 241
24 1170 29 940,63 1097 458,14 3,50 29943,72 745 397,44 2,88 26 410,63 108 953,03 1,25
99 1241 10 230,59 130 610,91 3,53 10 227,46 124 563,28 3,45 9 379,01 67 878,14 2,78
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Cuadro A.4
Estimaciones directas, FH y Census EB de la pobreza no extrema (en %), errores cuadréaticos medios
y coeficientes de variacion estimados de cada estimador, para cada seccién censal
de Montevideo, para hombres

Sec ngy Directo FH Census EB
Est var Est mse Est mse
1 74 0,00 0,0000 0,00 2,3526 0,24 0,4195
2 65 1,89 3,4599 4,06 1,4112 1,94 1,1930
3 72 1,10 1,1480 0,82 0,8380 1,90 0,7071
4 147 0,80 0,6193 0,30 0,5133 0,37 0,1798
5 218 0,68 0,4522 0,66 0,3936 0,57 0,1535
6 141 0,00 0,0000 0,00 2,3300 0,19 0,2299
7 343 1,39 0,4707 1,27 0,4145 0,73 0,1259
8 261 0,00 0,0000 1,89 2,0897 1,15 0,1482
9 1032 5,32 0,5585 6,04 0,4740 7,40 0,1099
10 2820 2,34 0,0959 2,38 0,0928 0,61 0,0233
11 1882 10,23 0,7013 9,86 0,5710 10,38 0,0589
12 1009 0,31 0,0312 0,34 0,0309 0,93 0,0605
13 1712 12,81 1,0956 11,88 0,8397 11,89 0,0636
14 641 1,99 0,3835 2,09 0,3381 0,88 0,0724
15 509 0,53 0,1388 0,50 0,1337 0,36 0,0644
16 894 9,07 0,9783 9,60 0,7497 9,33 0,1292
17 2095 12,09 0,5981 11,83 0,5141 12,47 0,0419
18 1723 0,17 0,0134 0,16 0,0134 0,08 0,0199
19 417 0,83 0,2247 0,98 0,2099 1,72 0,1449
20 1179 7,04 0,6212 6,60 0,5067 4,28 0,0596
21 1498 6,36 0,4374 6,47 0,3789 5,45 0,0606
22 929 6,35 0,8152 5,60 0,6296 3,39 0,0734
23 392 0,71 0,2482 0,73 0,2305 0,39 0,0902
24 1170 0,21 0,0209 0,22 0,0208 0,24 0,0355
99 1241 10,76 0,9442 10,44 0,7215 9,38 0,0935
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